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Resumo
O objetivo desse trabalho e´ aprofundar o estudo de ma´ximos e mı´nimos e sua
abordagem na educac¸a˜o ba´sica, ampliando o espectro das possibilidades de discussa˜o e
ensino do tema. A abordagem se da´ ao introduzirmos o uso de derivadas e, ale´m disso,
obviamente, tratar sobre os conceitos de ve´rtice, pontos de ma´ximos e mı´nimos, pontos
cr´ıticos e concavidade dos gra´ficos para auxiliar a resoluc¸a˜o de problemas tradicionais
de otimizac¸a˜o, envolvendo na˜o somente func¸o˜es polinomiais do 2o grau.
Palavras-chave: Ma´ximos, Mı´nimos, Derivadas, Otimizac¸a˜o, Func¸a˜o Polinomial do
2o grau, Resoluc¸a˜o de problemas.
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Abstract
The aim of this work is to deepen the study of maximum and minimum and its
approach to basic education, broadening the spectrum of discussion possibilities and
teaching the theme. The approach is given to introduce the use of derivatives and,
in addition, obviously, handle on the vertex concepts, points of maximum and mini-
mum, critical points and curvature of the graphs to assist the resolution of traditional
optimization problems involving not only functions polynomial of the 2nd degree.
Palavras-chave: Maximum, Minimum, Derivatives, optimization, polynomial func-
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Introduc¸a˜o
Faz parte do senso comum considerar a Matema´tica a mais dif´ıcil das disciplinas.
Para a maioria daqueles que afirmam isso, a formac¸a˜o dessa opinia˜o se da´ pelo fato
do ensino dos conteu´dos ser acumulativo, fazendo com que temas abordados em se´ries
iniciais voltem a ser discutidos, de modo mais aprofundado, em se´ries mais avanc¸adas.
Tambe´m contribui para isso o fato de que na˜o se desperta o quanto antes os ha´bitos
de investigac¸a˜o, leitura e, sobretudo, o pensamento lo´gico-matema´tico. O que se veˆ na
maioria dos casos e´ que os professores na˜o instigam os alunos a buscar soluc¸o˜es, mas
apenas ensinam a resolver questo˜es que ja´ foram resolvidas, usando apenas princ´ıpios.
Desde os primo´rdios, o homem ja´ fazia uso de conceitos matema´ticos, mesmo que
intuitivamente, seja na cac¸a, na pesca, entre outras atividades. As constantes mudanc¸as
que ocorrem na sociedade e no pro´prio indiv´ıduo fizeram com que a Matema´tica viesse
sendo inclu´ıda gradativamente na vida dos homens e transformada em func¸o˜es das
necessidades de sobreviveˆncia no meio social.
Ao longo da histo´ria, a obtenc¸a˜o de valores ma´ximos ou mı´nimos para a´reas de
regio˜es planas ou volume de so´lidos e´ um dos problemas que mais fascinaram e de-
safiaram. Questo˜es elementares como “Qual o paralelep´ıpedo reto retaˆngulo, de a´rea
total constante, tem o maior volume”, cuja soluc¸a˜o pode ser encontrada com ca´lculos
elementares, leva-nos a investigar e geram uma significativa quantidade de problemas
que podem ser resolvidos atrave´s da utilizac¸a˜o de desigualdades, por exemplo.
O que se veˆ na educac¸a˜o ba´sica e´ que sa˜o dadas pouqu´ıssimas oportunidades de con-
tato dos alunos com problemas envolvendo desigualdades e otimizac¸a˜o. Com excec¸a˜o
feita ao estudo de Func¸o˜es Quadra´ticas, no 1o ano do Ensino Me´dio, e´ praticamente
nula a abordagem de problemas de ma´ximos e mı´nimos no ensino ba´sico, o que e´ de se
lamentar pois claramente o tema poderia ser melhor explorado e assim, despertar nos
alunos mais atenc¸a˜o aos conceitos da lo´gica-matema´tica e a percepc¸a˜o de que situac¸o˜es
de desigualdade podem ser ta˜o, ou mais, importantes que as igualdades. Como o estudo
das derivadas so´ se da´ no n´ıvel superior de ensino, no ensino ba´sico, os alunos na˜o teˆm
conhecimento suficiente para usarem me´todos anal´ıticos na resoluc¸a˜o de problemas de
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otimizac¸a˜o. O ideal e´ tratar desses problemas utilizando os conhecimentos da educac¸a˜o
ba´sica para fazer com que o ca´lculo de uma func¸a˜o do 2o grau tenha mais sentido e
na˜o se resuma a apenas encontras as coordenadas do ve´rtice de uma para´bola.
Me´todos cla´ssicos deram origem aos estudos de otimizac¸a˜o e estes, originaram o
ca´lculo diferencial. A existeˆncia dos me´todos de otimizac¸a˜o pode ser atribu´ıda a estu-
diosos como Lagrange, Cauchy e Newton. Este u´ltimo, junto de Leibniz, deu imensa
contribuic¸a˜o ao desenvolverem me´todos de ca´lculo diferencial e de otimizac¸a˜o. Outros
nomes como Euler, Bernoulli e Weierstrass tambe´m contribu´ıram de forma extrema-
mente valiosas para o avanc¸o nas te´cnicas de otimizac¸a˜o. Avanc¸o esse que se deu de
forma bem lenta ate´ o advento dos computadores digitais na segunda metade do se´culo
XX. Esses equipamentos foram evoluindo, ganhando velocidade de processamento, for-
necendo assim um grande avanc¸o na pesquisa de novas te´cnicas.
Com a percepc¸a˜o de que os problemas de ma´ximos e mı´nimos esta˜o presentes em
va´rias situac¸o˜es, questo˜es pertinentes passaram a ser levantadas: Quando o homem
comec¸ou a estudar ma´ximos e mı´nimos? Quais sa˜o as teorias usadas na resoluc¸a˜o de
tais problemas? O porqueˆ de estudar ma´ximos e mı´nimos? Evidentemente e´ mais fa´cil
responder a` terceira questa˜o, em relac¸a˜o a`s outras duas, mas esperamos que ao final





O objetivo desse cap´ıtulo e´ revisar brevemente as ideias e conceitos fundamentais
de func¸a˜o. Sera´ apresentado o conceito e elementos que compo˜em uma func¸a˜o.
Definic¸a˜o 1.1 Dados dois conjuntos X e Y , uma func¸a˜o de X em Y , representada
por f : X → Y e´ uma relac¸a˜o que associa cada elemento de X a um, e somente um,
elemento de Y . Chamamos de x os elementos de X e de y = f(x) os elementos de Y .
Dizemos que o conjunto X e´ o domı´nio e o conjunto Y e´ o contradomı´nio da func¸a˜o
f . Para todo x ∈ X, dizemos que y = f(x) e´ o valor assumido por f no ponto x ou a
imagem de x pela func¸a˜o f . Escreve-se x 7→ f(x) indicando que f associa x em f(x).
Definic¸a˜o 1.2 Considerando a func¸a˜o f : X 7→ Y , chamamos de imagem de f ,
(Im(f)), o subconjunto de Y dos valores assumidos pela func¸a˜o f . Em outra repre-
sentac¸a˜o, Im(f) = f(x) : x ∈ X.
Deve-se observar que f(x) e´ a imagem do elemento x ∈ X pela func¸a˜o f. E´ corri-
queiro encontrar em livros a expressa˜o “a func¸a˜o f(x)”quando o correto e´ “a func¸a˜o f
”. E´ compreens´ıvel que a linguagem incorreta torne a comunicac¸a˜o mais ra´pida, mas
e´ indispensa´vel que se tenha a noc¸a˜o do que se esta´ fazendo. Em algumas func¸o˜es
como sen : R → R e log : R+ → R e´ fa´cil utilizar a terminologia correta, deixando
as notac¸o˜es sen(x) e log(x) para os nu´meros reais que representam os valores destas
func¸o˜es num dado ponto x. Pore´m, quando se trata de uma func¸a˜o polinomial, e´ mais
fa´cil dizer “a func¸a˜o x2−3x+ 2” quando a forma correta seria “a func¸a˜o p : R→ R tal
que p(x) = x2 − 3x+ 2 para todo x ∈ R”. O mesmo ocorre com a func¸a˜o exponencial
ex, a qual tem se tornado mais frequente ser escrita por exp(x) = ex e assim, ser dita
como a func¸a˜o exp : R→ R.




1o Um conjunto onde a func¸a˜o esta´ definida, que e´ chamado domı´nio da func¸a˜o.
2o O conjunto onde a func¸a˜o toma seus valores, que e´ chamado de contra-domı´nio.
3o Um algoritmo que permite a cada elemento do domı´nio associar um u´nico ele-
mento no contra-domı´nio.
Diante do exposto anteriormente, temos que duas func¸o˜es f : X → Y e g : X ′ → Y ′,
sa˜o iguais se, e somente se, X = X ′; Y = Y ′ e f(x) = g(x) para todo x ∈ X.
Quando dizemos simplesmente “a func¸a˜o f”, ficam subentendidos seu domı´nio X e
seu contra-domı´nio Y , mas, sem que eles sejam explicitados, a func¸a˜o na˜o existe. Desse
modo, quando perguntamos “Qual e´ o domı´nio da func¸a˜o f(x) = 1
x
?”, rigorosamente
falando, essa pergunta na˜o faz sentido. A pergunta correta seria: “Qual e´ o maior
subconjunto X ⊂ R tal que f(x) = 1
x
define uma func¸a˜o f : R→ R ?”.
Notamos que a pergunta incorreta e´ mais simples de formular. Por exemplo, po-
demos definir o volume de uma esfera como uma func¸a˜o do seu raio pela fo´rmula:
V (r) = 4
3
pir3. Esta fo´rmula esta´ definida para todos os nu´meros reais, mas a func¸a˜o
volume na˜o esta´ definida para valores negativos de r. Assim se a intenc¸a˜o e´ estudar o
volume deve-se restringir o domı´nio para todo r > 0.
A seguir, mais alguns exemplos de func¸o˜es:
Exemplo 1.1 Considerando X como sendo o conjunto de todos os hexa´gonos do plano
pi e R o conjunto dos nu´meros reais. Se a cada h ∈ X, fizermos corresponder o nu´mero
real f(h) = ao per´ımetro do hexa´gono h, obteremos uma func¸a˜o f : X → R.
Exemplo 1.2 Considerando C o conjunto de todas as circunfereˆncias do plano pi e R
o conjunto dos nu´meros reais. Se a cada c ∈ C, fizermos corresponder o nu´mero real
s(c) = a a´rea da circunfereˆncia c, obteremos uma func¸a˜o s : C → R.
Exemplo 1.3 A correspondeˆncia que associa, a cada nu´mero natural n, o seu triplo
3n, define uma func¸a˜o t : N→ N, com t(n) = 3n.
Observac¸a˜o 1.2 Nessa dissertac¸a˜o vamos trabalhar com func¸o˜es cujos domı´nios sa˜o
subconjuntos de R e cujos contradomı´nios sa˜o todos iguais a R. Como exemplo, ob-
servaremos as seguintes regras e, assim, estabeleceremos as condic¸o˜es necessa´rias para




x+ 7. Note que a expressa˜o na parte interna do radical na˜o pode ser
negativa. Enta˜o, como devemos ter x + 7 ≥ 0, enta˜o x ≥ −7. Logo, o domı´nio




x−2 . Nesse caso, a varia´vel x na˜o pode ser negativa, pois esta´ dentro do
radical. Portanto, x ≥ 0. Mas tambe´m sabe-se que o denominador de uma frac¸a˜o
na˜o pode ser zero. Portanto, x 6= 2. O domı´nio de g e´ o intervalo [0; +∞[ com
excec¸a˜o feita ao nu´mero 2. Sendo assim, podemos escrever o domı´nio como a
unia˜o de dois intervalos: D = [0; 2[∪]2; +∞[.
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, onde A(s) e´ a a´rea de um hexa´gono regular, cujo lado tem compri-
mento s. Reparamos que a expressa˜o alge´brica tem restric¸a˜o e assim, tem como
domı´nio todos os nu´meros reais exceto s = 0. Mas, pelo que a func¸a˜o representa,
o valor s na˜o pode ser negativo. Enta˜o, o domı´nio de A e´ o intervalo D =]0; +∞[.
1.2 Func¸o˜es injetivas, sobrejetivas e bijetivas
A seguir, definiremos as classificac¸o˜es das func¸o˜es como injetivas, sobrejetivas e
bijetivas .
Definic¸a˜o 1.3 Uma func¸a˜o f : X → Y e´ injetiva quando diferentes elementos de X
sa˜o transportados por f em elementos diferentes em Y . Ou seja, f e´ injetiva quando
x1 6= x2 em X enta˜o f(x1) 6= f(x2).
Esta condic¸a˜o pode tambe´m ser escrita na sua forma contra positiva: f(x1) =
f(x2)→ x1 = x2.
A func¸a˜o t : N → N que associa a cada nu´mero natural n seu triplo 3n e´ um
exemplo de func¸a˜o injetiva. Ja´ a func¸a˜o f : X → R que associa a cada triaˆngulo o
seu per´ımetro, na˜o e´ uma func¸a˜o injetiva, pois podemos ter distintos triaˆngulos com o
mesmo per´ımetro.
Definic¸a˜o 1.4 Uma func¸a˜o f : X → Y chama-se sobrejetiva quando, para qualquer
elemento y ∈ Y , e´ associado ao menos um elemento x ∈ X tal que f(x) = y.
A func¸a˜o d : N → N que associa a cada nu´mero natural n seu triplo 3n na˜o e´ um
exemplo de func¸a˜o sobrejetiva, pois, por exemplo, o nu´mero natural 2 na˜o e´ o triplo de
nenhum n ∈ N. Do mesmo modo a func¸a˜o s : R→ R que associa a cada circunfereˆncia
do plano pi sua a´rea, na˜o e´ uma func¸a˜o sobrejetora, pois um nu´mero real negativo na˜o e´
a´rea de nenhuma circunfereˆncia de pi. Ja´ a func¸a˜o m : S → ∆ que associa sua mediatriz
m(AB) a cada segmento de reta AB ∈ S, onde S e´ o conjunto dos segmentos de reta
do plano pi e ∆ o conjunto das retas desse mesmo plano, e´ uma func¸a˜o sobrejetiva, pois
toda reta do plano e´ mediatriz de algum segmento.
Observac¸a˜o 1.3 Sempre que uma func¸a˜o f : X → Y tenha o seu contradomı´nio Y
igual ao conjunto imagem Im(f), dizemos que a func¸a˜o f e´ sobrejetiva.
Definic¸a˜o 1.5 Dizemos que uma func¸a˜o f : X → Y e´ uma correspondeˆncia biun´ıvoca
entre X e Y quando e´ injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo. Nesse caso, dizemos que
a func¸a˜o e´ bijetiva.
Para ilustrar de forma mais eficaz este conceito, forneceremos alguns exemplos:
Exemplo 1.4 Sejam X = {1; 2; 3; 4; 5} e Y = {1; 8; 27; 64; 125}. Definindo f : X →
Y pela regra f(n) = n3, temos uma correspondeˆncia biun´ıvoca, onde f(1) = 1, f(2) =
8, f(3) = 27, f(4) = 64 e f(5) = 125.
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Exemplo 1.5 Um exemplo extremamente elementar de uma func¸a˜o bijetiva e´ a func¸a˜o
identidade f : R→ R, definida por f(x) = x, para todo x ∈ R .
Exemplo 1.6 Um exemplo de correspondeˆncia biun´ıvoca, descoberto pelo f´ısico Gali-
leu Galilei(1564 – 1642). Considerando o conjunto dos nu´meros naturais pares P =
2; 4; 6; 8; ..., obte´m-se uma correspondeˆncia biun´ıvoca p : N → P, onde p(n) = 2n para
todo n ∈ N. O interessante e´ que P e´ subconjunto pro´prio de N.
Exemplo 1.7 Observando os conjuntos X = {1} e Y = {0; 1} conclui-se ser evidente
que na˜o pode existir uma correspondeˆncia biun´ıvoca f : X → Y . Portanto, f : X → Y
na˜o e´ bijetiva.
1.3 Gra´fico de uma func¸a˜o
A partir do gra´fico da func¸a˜o podemos extrair uma se´rie de informac¸o˜es a respeito do
comportamento das func¸o˜es (ou situac¸o˜es) que ele representa. Por meio dele, podemos
ter uma visa˜o do crescimento ou decrescimento da func¸a˜o, dos valores ma´ximos e/ou
mı´nimos que ela assume, das simetrias, do comportamento para valores x, sejam eles
muito grandes ou pequenos, etc.
Definic¸a˜o 1.6 O gra´fico cartesiano de uma func¸a˜o f : X → Y e´ o conjunto dos pontos
(x; y) do plano que satisfazem a condic¸a˜o, x ∈ X e y = f(x) ∈ Y . Ou seja, o conjunto
de todos os pontos da forma (x; f(x)) do plano, com x variando no domı´nio de f .
G(f) = (x; y) ∈ X × Y : y = f(x) ⊂ X × Y
De outro modo, dizemos que o gra´fico de uma func¸a˜o e´ o lugar geome´trico dos pontos
que satisfazem sua lei de associac¸a˜o. Os gra´ficos permitem representar geometricamente
as func¸o˜es e assim facilitar a compreensa˜o de algumas de suas principais caracter´ısticas.
Por exemplo, podemos atrave´s de um gra´fico verificar se uma dada relac¸a˜o e´ ou na˜o
uma func¸a˜o. Para que um subconjunto G ⊂ A × B seja o gra´fico de uma func¸a˜o
f : A → B, e´ necessa´rio e suficiente que, para cada x ∈ A, exista um u´nico ponto
(x; y) ∈ G cuja primeira coordenada seja x. Para func¸o˜es f : A ∈ B, onde A e B
sa˜o conjuntos de nu´meros reais, esta condic¸a˜o significa que toda paralela ao eixo das
ordenadas, trac¸ada por um ponto de A deve cortar o gra´fico G num e num so´ ponto
(figura 1.1).
1.4 Domı´nio e imagem atrave´s do gra´fico
E´ comum encontrarmos exerc´ıcios em livros do ensino me´dio cujos enunciados pe-
dem para determinar o domı´nio de func¸o˜es com expresso˜es alge´bricas dadas. Como
citamos anteriormente, uma func¸a˜o possui treˆs elementos: domı´nio, contradomı´nio e
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Figura 1.1: Na porc¸a˜o esquerda temos o gra´fico de uma func¸a˜o f : A→ B. A` direita,
um subconjunto de A×B que na˜o pode ser gra´fico de uma func¸a˜o de A em B.
lei de associac¸a˜o. Quando e´ dito que se conhece a func¸a˜o, enta˜o seu domı´nio ja´ deve
ser sabido. Portanto, na˜o faz sentido solicitar que se determine o domı´nio de uma
func¸a˜o dada. A intenc¸a˜o de exerc´ıcios deste tipo e´ pedir que se determine o maior
subconjunto de R poss´ıvel que pode ser definido como domı´nio de uma func¸a˜o onde a
expressa˜o alge´brica dada estabelece a lei de associac¸a˜o.
No entanto, se o gra´fico da func¸a˜o ja´ for conhecido, podemos obter facilmente o
seu domı´nio e assim como sua imagem. Considere o gra´fico da figura 1.2 e observe que
podemos identificar o domı´nio e a imagem da func¸a˜o atrave´s do seu gra´fico. Observe,
como forma de exemplo, o gra´fico da figura 1:3 de uma func¸a˜o f : D ⊂ R→ R.
Figura 1.2: Gra´fico de uma func¸a˜o f para observar o domı´nio e a imagem.
Ao trac¸ar retas perpendiculares ao eixo x, de cada ponto do gra´fico de f, as in-
tersecc¸o˜es dessas retas com o eixo x nos da´ um subconjunto de R. Esse intervalo e´
o domı´nio D da func¸a˜o f que pode ser expresso como: D(f) = x ∈ R : −3 6 x 6 4.
Utilizando racioc´ınio ana´logo, ao trac¸ar, por cada ponto do gra´fico de f , retas per-
pendiculares ao eixo y, as intersecc¸o˜es dessas retas com o eixo y nos da´ um subcon-
junto de R. Esse intervalo e´ o conjunto imagem de f que pode ser expresso como:
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Figura 1.3: Gra´fico de uma func¸a˜o f para determinar o domı´nio e a imagem.
Im(f) = y ∈ R : −2 6 y 6 4.
1.4.1 Crescimento e decrescimento
Na educac¸a˜o ba´sica (Ensino Fundamental e Ensino Me´dio), e´ costumeiro classificar
func¸o˜es do primeiro grau como crescentes ou decrescentes, em func¸a˜o do sinal do que e´
chamado de coeficiente angular. Pore´m, crescimento e decrescimento na˜o sa˜o conceitos
restritos a func¸o˜es elementares como as polinomiais de primeiro ou segundo graus.
Observe suas definic¸o˜es gerais:
Definic¸a˜o 1.7 Seja f : D ⊂ R→ R uma func¸a˜o.
(i) Dizemos que f e´ crescente se x1, x2 ∈ D, x1 < x2 → f(x1) < f(x2);
(ii) Dizemos que f e´ na˜o decrescente se x1, x2 ∈ D, x1 < x2 ) f(x1) ≤ f(x2);
(iii) Dizemos que f e´ decrescente se x1, x2 ∈ D, x1 < x2 → f(x1) > f(x2);
(iv) Dizemos que f e´ na˜o crescente se x1, x2 ∈ D, x1 < x2 → f(x1) ≤ f(x2): Diz-se
que f e´ mono´tona se f se encaixa em uma das quatro definic¸o˜es acima.
Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1.8 Seja uma func¸a˜o f : R→ R definida por f(x) = 3x− 2. Observe:
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x1 < x2 → 3x1 < 3x2 → 3x1 − 2 < 3x2 − 2 → f(x1) < f(x2);
o que de acordo com o item (i) da definic¸a˜o anterior classifica f como crescente.
Exemplo 1.9 Seja uma func¸a˜o g : R→ R definida por g(x) = −4x+ 1. Observe:
x1 < x2 → (−4)x1 > (−4)x2 → −4x1 + 1 > −4x2 + 1 → g(x1) > g(x2);
o que de acordo com item (iii) da definic¸a˜o anterior classifica g como decrescente.
E´ evidente que uma func¸a˜o pode ser crescente em um determinado intervalo do
domı´nio e decrescente em outro. Observe o seguinte exemplo:
Exemplo 1.10 Seja uma func¸a˜o h : R→ R , cujo gra´fico esta´ representado na figura
1.4: Podemos notar que h e´ crescente nos intervalos ]−∞;−1[ e ]1;∞[, e decrescente
no intervalo ]− 1; 1[.
Figura 1.4: Gra´fico da func¸a˜o h : R → R, crescente em um determinado intervalo e
decrescente em outro.
1.5 Func¸a˜o composta e func¸a˜o inversa




Definic¸a˜o 1.8 Sejam f : A→ B e g : B → C func¸o˜es tais que o domı´nio de g e´ igual
ao contradomı´nio de f . Neste caso, definimos a func¸a˜o composta g ◦ f : A → C, que
consiste em aplicar primeiramente a func¸a˜o f e em seguida a func¸a˜o g. De maneira
mais precisa, (g ◦ f)(x) = g(f(x)) para todo x ∈ A. Geralmente, basta que a imagem
f(A) da func¸a˜o f esteja contida no domı´nio de g para que a definic¸a˜o (g ◦ f)(x) =
g(f(x)) fac¸a sentido e fornec¸a a func¸a˜o composta g ◦ f : A→ C.
Vale tambe´m destacar que se f : A → B e g : B → C sa˜o injetivas enta˜o g ◦ f :
A → C e´ injetiva. Assim como a composta de func¸o˜es sobrejetivas e´ sobrejetiva e a
composta de duas bijec¸o˜es e´ uma bijec¸a˜o. Podemos representar tambe´m a composta
g ◦ f atrave´s do diagrama da figura 1.5:
Figura 1.5: Gra´fico que ilustra a composic¸a˜o de duas func¸o˜es.
Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1.11 Sejam os conjuntos A = {−1; 0; 1; 2}; B = {0; 1; 2; 3; 4} e C =
{1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15; 17} e as func¸o˜es f : A→ B definida por f(x) = 2x2 e g : B → C
definida por g(x) = 2x+ 1.
Aplicando f nos elementos de A obtemos:
f(−1) = 2; f(0) = 0; f(1) = 2 e f(2) = 8.
Agora, aplicando g nas imagens dos elementos do domı´nio de f , teremos:
g(2) = 5; g(0) = 1 e g(8) = 17.
Note que o elemento -1 de A foi transformado em 5 pela composta g ◦ f , ou seja,
(g ◦ f)(−1) = g(f(−1)) = 5.
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Do mesmo modo temos:
(g ◦ f)(0) = g(f(0)) = 1, (g ◦ f)(1) = g(f(1)) = 5 e (g ◦ f)(2) = g(f(2)) = 17.
Nesse exemplo, vamos considerar os conjuntos A, B e C, todos iguais a R e as
mesmas func¸o˜es f e g. Podemos encontrar a expressa˜o da func¸a˜o composta g ◦ f da
seguinte forma:
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = 2f(x) + 1 = 2(2x2) + 1 = 4x2 + 1
.
Exemplo 1.12 Sejam f : R → R e g : R → R definidas por f(x) = x − 1 e
g(x) = x2 + x+ 1. Notemos que:
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = [f(x)]2 + f(x) + 1 = (x− 1)2 + (x− 1) + 1 = x2 − x+ 1:
Ou seja, a composta g com f sera´:
g ◦ f : R→ R tal que (g ◦ f)(x) = x2 − x+ 1.
Teorema 1.1 (Associatividade da composic¸a˜o de func¸o˜es) Quaisquer que sejam as
func¸o˜es f : A→ B, g : B → C e h : C → D, tem-se:
((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ (g ◦ f))(x)
:
Demonstrac¸a˜o: Consideremos um elemento qualquer x de A e coloquemos f(x) =
m, g(m) = n e h(n) = p; temos:
((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = (h ◦ g)(m) = h(g(m)) = h(n) = p
e notemos que
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(m) = n
portanto,
(h ◦ (g ◦ f))(x) = h(g ◦ f)(x) = h(n) = p




Definic¸a˜o 1.9 Se existe uma func¸a˜o g : Y → X tal que f ◦ g = IY e g ◦ f = IX , diz
que a func¸a˜o f : X → Y e´ invert´ıvel.
Observamos que IA denota a func¸a˜o identidade do conjunto A, ou seja, IA : A → A,
IA(x) = x. Neste caso, a func¸a˜o g e´ dita func¸a˜o inversa de f e e´ denotada por g = f
−1.
Geralmente, na˜o e´ fa´cil aplicar diretamente a definic¸a˜o anterior para verificar que
uma func¸a˜o na˜o e´ invert´ıvel, pois deve-se mostrar que na˜o existe nenhuma func¸a˜o
que satisfac¸a as duas condic¸o˜es da definic¸a˜o. Por isso, e´ importante que se entenda
que injetividade e sobrejetividade sa˜o condic¸o˜es que garantem a existeˆncia da func¸a˜o
inversa.
Observe o seguinte teorema.
Teorema 1.2 Uma func¸a˜o f : IX → IY e´ bijetiva se, e somente se, e´ invert´ıvel.
Demonstrac¸a˜o : Por hipo´tese existe g : Y → X tal que:
(i) f ◦ g = IY e
(ii) g ◦ f = IX .
Toma-se y ∈ Y qualquer. Seja x = g(y). Da condic¸a˜o (i) acima, segue que
f(x) = f(g(y)) = f ◦ g(y) = IY (y) = y.
Enta˜o, f e´ sobrejetiva.
Tomemos x1; x2 ∈ X tais que f(x1) = f(x2).
Logo, g ◦ f(x1) = g ◦ f(x2).
Da condic¸a˜o (ii), segue que IX(x1) = IX(x2), logo, x1 = x2.
Enta˜o, f e´ injetiva.
Reciprocamente, se f e´ bijetiva, desejamos construir uma func¸a˜o g : Y → X satis-
fazendo as condic¸o˜es (i) e (ii) da definic¸a˜o de func¸a˜o invert´ıvel. Dado y ∈ Y qualquer,
como f e´ sobrejetiva, existe x ∈ X tal que f(x) = y e, como f e´ injetiva, o elemento
x com esta propriedade e´ u´nico. Assim, definimos g(y) como o u´nico x ∈ X tal que
f(x) = y.
As duas condic¸o˜es desejadas decorrem imediatamente da construc¸a˜o de g. Neste
sentido, consideremos alguns exemplos:
Exemplo 1.13 Sejam f : R → [0; +∞[ e g : [0; +∞[→ R definidas por f(x) = x2 e
g(y) =
√
y. Tem-se f(g(y)) = y para todo y > 0 mas g(f(x)) so´ e´ igual a x quando
x > 0. Se x ∈ R for negativo enta˜o g(f(x)) = −x.
Portanto, g na˜o e´ inversa de f . Se considerarmos a restric¸a˜o de f a [0; +∞[, isto e´,
a func¸a˜o F : [0; +∞[→ [0; +∞[, dada por F (x) = x2, enta˜o F e´ uma correspondeˆncia
biun´ıvoca, e sua inversa e´ G : [0; +∞[→ [0; +∞[, dada por G(y) = √y, pois G(F (x)) =
G(x2) =
√




y)2 = y para quaisquer x ≥ 0 e y ≥ 0.
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Observe que nenhuma func¸a˜o φ : [0; +∞[→ R pode ser inversa de f : R→ [0; +∞[
porque f na˜o e´ injetiva.
Exemplo 1.14 Generalizando, para todo n ∈ N, a func¸a˜o x → xn e´ uma corres-
pondeˆncia biun´ıvoca de [0; +∞[ sobre si mesmo, cuja inversa e´ y 7→ n√y. Se n e´ par,
enta˜o x 7→ xn e´ uma correspondeˆncia biun´ıvoca de [0; +∞[ sobre si mesmo, cuja inversa
e´ y 7→ n√y.
Se n e´ impar, enta˜o x 7→ xn e´ uma correspondeˆncia biun´ıvoca de R sobre si mesmo,
cuja inversa k : R→ R e´ dada por k(y) 7→ n√y.
13
Cap´ıtulo 2
O Estudo dos Pontos de Ma´ximo e
Mı´nimo de uma Func¸a˜o Quadra´tica
no Ensino Me´dio
De acordo com o Curr´ıculo da Educac¸a˜o Ba´sica do Distrito Federal, os conteu´dos
trabalhados na dimensa˜o da lo´gica, da ana´lise e da representac¸a˜o partem da convicc¸a˜o
de que o racioc´ınio lo´gico e´ capaz de romper com os processos de simples memorizac¸a˜o
de fo´rmulas e tabelas, pois desenvolve a capacidade de construir conceitos a partir de
observac¸o˜es e de experieˆncias vivenciadas dentro e fora da escola.
A ideia de “algebrizar” esta´ relacionada a` capacidade de simbolizar, de operar sim-
bolicamente e de interpretar relac¸o˜es simbo´licas. E´ o grande in´ıcio da modelagem ma-
tema´tica. A lo´gica alge´brica permite ao indiv´ıduo traduzir uma situac¸a˜o-problema em
linguagem matema´tica a partir da qual sa˜o aplicadas rotinas de ca´lculos e algoritmos.
Esse racioc´ınio contribui para a ana´lise dos fatos, promove o pensamento cient´ıfico e
desenvolve ac¸o˜es de manipulac¸a˜o de objetos de aprendizagem, de operacionalizac¸a˜o, de
representac¸a˜o e de abstrac¸a˜o. Nesse contexto, a representac¸a˜o assume, na Matema´tica,
o papel de construir modelos simbo´licos de diversos fenoˆmenos, contribuindo para a
percepc¸a˜o do conhecimento no aˆmbito dos multiletramentos. Dessa forma, a lo´gica, a
ana´lise e a representac¸a˜o devem atuar em conjunto, colaborando para que os estudantes
possam ter uma visa˜o cr´ıtica e coerente ao interpretar e agir sobre os fatos.
Na educac¸a˜o ba´sica, o aluno deve desenvolver habilidades e competeˆncias que o
ajudem a desenvolver seu pensamento lo´gico-matema´tico. Desenvolver o pensamento
funcional e raciocinar quantitativamente significa pensar em termos de relac¸o˜es e
suas va´rias representac¸o˜es sejam elas alge´bricas, geome´tricas, tabulares ou gra´ficas
e tambe´m, modelar e resolver problemas atrave´s da aplicac¸a˜o de soluc¸o˜es anal´ıticas.
O aluno deve descrever com exatida˜o as caracter´ısticas de uma func¸a˜o quadra´tica,
tais como seu crescimento, decrescimento, valores ma´ximos e mı´nimos de modo que
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no Ensino Me´dio
contribua para a resoluc¸a˜o de questo˜es envolvendo equac¸o˜es do 2o grau.
Mas, no Ensino Me´dio, os problemas cujo objetivo seja encontrar ma´ximos e mı´nimos
na˜o devem se restringir a calcular valores utilizando fo´rmulas prontas, sem justificativa
ou demonstrac¸a˜o para tal. Esse ha´bito reforc¸a o conceito de que Matema´tica se resume
a` memorizac¸a˜o de fo´rmulas. Os PCNs [7] va˜o de encontro a esse conceito, ja´ que dizem
que a atividade matema´tica deve ter como ponto de partida a resoluc¸a˜o de problemas.
Assim, o aluno valoriza a disciplina de modo a estimular sua compreensa˜o das coisas
ao seu redor e perceba a matema´tica como um est´ımulo para o interesse e desenvolva
a capacidade de resoluc¸a˜o de problemas, compartilhando ideias, criando estrate´gias,
desenvolvendo questionamentos e aplicando os conceitos constru´ıdos.
Trataremos nesta sec¸a˜o somente os pontos de mı´nimos e ma´ximos das func¸o˜es
quadra´ticas, enfocando naquilo que se pensa como sendo a abordagem mais adequada
sobre o tema para discentes do Ensino Me´dio. Como pode ser visto nos livros dida´ticos
do Ensino Me´dio, chama-se de Func¸a˜o Quadra´tica, uma func¸a˜o do tipo f : R → R se
existem a, b e c todos reais e a na˜o-nulo, tal que, para todo x ∈ R, f(x) = ax2 + bx+ c.
O gra´fico desse tipo de func¸a˜o e´ a coˆnica conhecida como para´bola, cuja direc¸a˜o da
sua concavidade depende do valor do coeficiente a: para cima, quando a > 0 ou para
baixo, quando a < 0.
Forma canoˆnica da Func¸a˜o Quadra´tica e´ como essa u´ltima forma pode ser denomi-





sa˜o constantes. Observamos tambe´m que se a > 0, o valor mı´nimo de f(x)




; como (x + b
2a
)2 e´ sempre
maior ou igual a zero, seu valor mı´nimo ocorre quando x + b
2a
= 0 , ou seja, quando
x = −b
2a





Por meio de racioc´ınio semelhante, se a < 0, pode-se concluir que o valor ma´ximo
de f(x) ocorre quando x = −b
2a
, o que leva ao valor ma´ximo de f(x) = −∆
4a
.
Nesse caso, os valores de x e de f(x) sa˜o conhecidos, respectivamente, por xv (“x” do
ve´rtice da para´bola) e yv (“y” do ve´rtice da para´bola). Os alunos devem, portanto, ao
conclu´ırem o Ensino Me´dio, resolver os problemas que envolvam ca´lculos dos valores
ma´ximos e mı´nimos de func¸o˜es quadra´ticas por meio da utilizac¸a˜o das “fo´rmulas”
deduzidas acima para xv e yv.
Formular e equacionar problemas e´ uma estrate´gia ba´sica e extremamente eficiente.
Os problemas que envolvem, em diferentes contextos, questo˜es de otimizac¸a˜o, sejam
problemas de ma´ximo ou de mı´nimo podem ser mais um atrativo na constante busca




3.1 Histo´ria das Derivadas
Ale´m daquelas encontradas nos livros de ca´lculo, a derivada tem inu´meras aplicac¸o˜es
em diversas a´reas do conhecimento. Esboc¸ar gra´ficos de polinoˆmios e´ um dos exemplos
da utilizac¸a˜o desse recurso. Curiosamente a derivada estava presente em problemas
geome´tricos de tangeˆncia, por exemplo, como determinar uma reta que intersecta uma
dada curva em um u´nico ponto.
No se´culo XVII, Pierre Fermat [6] (1601 – 1665) denominou a famı´lia de para´bolas
superiores utilizando a fo´rmula y = tn , onde t e´ constante e n = 2, 3, 4, 5, · · · . Ao
introduzir s´ımbolos alge´bricos visando estudar a geometria de curvas, forneceu rica
colaborac¸a˜o para o desenvolvimento da derivada e do ca´lculo diferencial e integral de
modo geral. Fermat foi quem desenvolveu um procedimento alge´brico para determinar
os ma´ximos e mı´nimos sobre uma determinada curva. Em uma linguagem geome´trica,
esses pontos pertencem a` reta tangente a` curva e suas respectivas inclinac¸o˜es sa˜o iguais
a zero. Christiaan Huygens [6] (1629 – 1695) criou um processo alge´brico que gerou
os pontos de inflexa˜o de uma curva e este fato esta´ relacionado a` segunda derivada da
func¸a˜o. Isaac Newton [6] (1642 – 1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz [6] (1646 – 1716),
apesar de realizarem trabalhos independentes entre si, mostraram a relac¸a˜o entre as
derivadas e as integrais. Por exemplo, em suas contribuic¸o˜es para o Teorema Funda-
mental do Ca´lculo, ambos tinham seguidores que colaboraram para o desenvolvimento
do ca´lculo no decorrer do tempo. Outros matema´ticos importantes tambe´m colabo-
raram para o desenvolvimento do mesmo, por exemplo, Jean le Rond d Alembert [6]
(1717 – 1783). Contudo, somente no se´culo XIX a definic¸a˜o atual de derivada foi dada
por Augustin Louis Cauchy [6] (1789 – 1857). Segundo ele, a derivada e´ o limite de
f(x+h)−f(x)
h
, quando h se aproxima de 0. Dessa maneira, o formato da func¸a˜o que serve
como o limite da raza˜o mencionada, dependera´ do formato da func¸a˜o y = f(x) dada.
A fim de mostrar esta dependeˆncia, esta nova func¸a˜o e´ denominada Derivada. Nas
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seguintes sec¸o˜es, podemos ver como o ca´lculo esta´ relacionado no curr´ıculo do ensino
me´dio e sua importaˆncia para este n´ıvel da educac¸a˜o ba´sica.
3.2 Conceitos Ba´sicos: Limites e Derivadas
3.2.1 Noc¸o˜es de Limites
No estudo de progresso˜es geome´tricas no ensino me´dio, ha´ o primeiro contato com
a noc¸a˜o de limite. Este fato podia ser percebido quando mencionado o exemplo do






, · · · , 1
2n
, n ∈ N, quando n tende ao infinito. Na˜o
e´ dif´ıcil enxergar que, a` medida que o valor de n cresce, 1
2n
se aproxima mais de zero.







Ale´m disso, pode-se usar as func¸o˜es na compreensa˜o do conceito de limite. Por
exemplo, analisando o que ocorre com os valores de f(x) = 4x
2−8x
x−2 , de domı´nio R−{2},
quando x se aproxima de 2, pode-se perceber que como x 6= 2, dividindo-se o numerador
e o denominador por x− 2, obte´m-se f(x) = 4x(x−2)
x−2 = 4x. Observe o gra´fico:
Figura 3.1: Gra´fico de f(x) = 4x
2−8x
x−2
Agora, atribuindo valores pro´ximos de 2 para x, tanto maiores quanto menores e













Apo´s os ca´lculos e analisando o gra´fico a seguir percebemos que, para valores de x
cada vez mais pro´ximos de 2, f(x) assume valores cada vez mais pro´ximos de 8. Logo,
o limite de f(x), quando x tende a 2, e´ 8.





Utilizando outras palavras, dizemos que f(x) se aproxima de b quando x se aproxima
de a, se toda poss´ıvel sequeˆncia de valores de x, estes pertencentes ao domı´nio da
func¸a˜o, tendendo para a (mas diferentes de a), corresponde a uma sequeˆncia de valores
de f(x) tendendo para b. Observe o gra´fico 3.3:
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Figura 3.3: Gra´fico de sequeˆncias tendendo a a.
Generalizando:
Definic¸a˜o 3.1 Seja f uma func¸a˜o que e´ definida para todo nu´mero real em algum
intervalo aberto que contenha a, exceto possivelmente o pro´prio nu´mero a. O limite de
f(x), quando x tende a a, sera´ b, escrito como lim
x→a
f(x) = b, se a seguinte afirmativa
for verdadeira: Dado ε > 0 qualquer, existe um δ > 0, tal que se 0 < |x− a| < δ enta˜o
|f(x)− b| < ε.
Observac¸a˜o 3.1 No ca´lculo do lim f(x)
x→a
, o foco deve ser no comportamento de f(x)
quando x se aproxima de a e na˜o no que ocorre com f(x) para x = a. No exemplo
discutido, vimos que existe lim f(x)
x→2
, mas na˜o existe f(2).
3.2.2 O Problema da Reta Tangente
Dada uma func¸a˜o f , considere y = f(x), x0 um ponto do domı´nio de f e x1 = x0+h,
onde x1 pertence ao domı´nio da func¸a˜o f . Considere tambe´m os pontos distintos
A = (x0, f(x0)) e B = (x1, f(x1)) pertencente ao gra´fico da func¸a˜o e a reta r secante
que passa por eles. Considerando o caso em que h > 0, o coeficiente angular da reta r
e´:
f(x1)− f(x0)
x1 − x0 =






Figura 3.4: Reta secante a uma curva





Quando h se aproxima de zero (ou seja, quando x1 se aproxima de x0), obtemos
va´rias retas secantes que cortam a curva em dois pontos A e Bi , cada vez mais
pro´ximos. Veja a figura 3.5:
Figura 3.5: Gra´fico com algumas retas secantes e uma tangente
Intuitivamente, quando x0 +h se aproxima de x0 enta˜o os pontos f(x0 +h) e f(x0),
nos quais a secante corta a curva, ficam cada vez mais pro´ximos. Desse modo estas
secantes se aproximam cada vez mais da tangente em x0. Quando h tende a 0, e o
quociente f(x0+h)−f(x0)
h
, se aproxima de um determinado valor, esse devera´ enta˜o ser o
coeficiente angular da reta tangente. Assim, definimos a reta tangente como a reta que
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passa por A e cujo coeficiente angular e´ dado por,
f ′(x0) = lim
h→0
f(x0 + h)− f(x0)
h
.
Observac¸a˜o 3.2 Na˜o ha´ reta tangente no ponto dado, se o limite acima na˜o existir.
3.2.3 Definic¸a˜o de Derivada
Considerando f uma func¸a˜o e x0 um ponto de seu domı´nio, denomina-se derivada
de f em x0 e indica-se por f
′(x0) o limite a seguir, quando existe e e´ finito.
f ′(x0) = lim
h→0
f(x0 + h)− f(x0)
h
.
Assim, se existe a derivada em x0 de uma func¸a˜o, enta˜o esta sera´ deriva´vel em x0.
A func¸a˜o sera´ deriva´vel em um intervalo aberto, se ela for deriva´vel em todo nu´mero
nesse intervalo aberto. Nas sec¸o˜es seguintes, detalharemos mais alguns aspectos sobre
a derivada ja´ que o principal interesse sa˜o as func¸o˜es polinomiais, a maioria do 2o grau,
ja´ que na educac¸a˜o ba´sica, o enfoque e´ mais frequente nesse tipo. Para isso precisamos
detalhar como sa˜o as derivadas das func¸o˜es constantes, soma e produto de duas func¸o˜es
e de func¸o˜es do tipo f(x) = xn. Ale´m disso, mostrar como usar as derivadas para obter
valores ma´ximos e mı´nimos em diversas situac¸o˜es.
3.2.4 Regras de Derivac¸a˜o
Certas func¸o˜es sa˜o formadas a partir de outras func¸o˜es, por meio de somas, dife-
renc¸as, produtos. Outras operac¸o˜es entre func¸o˜es e suas derivadas podem ser encontra-
das facilmente, desde que se conhec¸am certas propriedades da derivac¸a˜o. Consequen-
temente, aplicar a definic¸a˜o de derivadas para poder calcular a derivada de algumas
func¸o˜es nem sempre sera´ imprescind´ıvel.
Sejam f , g e h deriva´veis:
a) Func¸a˜o Constante
Seja f(x) = b, b ∈ R, enta˜o
f ′(x) = 0
b) Multiplicac¸a˜o por constante
Seja g(x) = c· f(x), c ∈ R, enta˜o:
g′(x) = c· f ′(x)
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c) A Regra da Soma e da Diferenc¸a
Seja h(x) = f(x)± g(x), temos enta˜o:
h′(x) = f ′(x)± g′(x)
d) Regra do Produto
Se f e g forem deriva´veis e h(x) = f(x)· g(x), enta˜o:
h′(x) = f ′(x)· g(x) + f(x)· g′(x)
e) Regra do Quociente






3.2.5 Derivadas de Func¸o˜es Elementares
Como o trabalho tem seu enfoque na Educac¸a˜o Ba´sica, nos limitaremos ao estudo
de func¸o˜es elementares como as func¸o˜es polinomiais, ja´ que os problemas resolvidos
nos cap´ıtulos espec´ıficos se referem a esse tipo de func¸a˜o.
a) Se f(x) = x, enta˜o f ′(x) = 1. Ou seja, a derivada da func¸a˜o identidade e´ igual a
1;
b) Dada a func¸a˜o f(x) = xn, em que n ∈ N temos que f ′(x) = n·xn−1;
c) Toda func¸a˜o polinomial e´ deriva´vel. Ale´m disso, dada uma func¸a˜o polinomial
f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anxn, an 6= 0
sua derivada e´ dada por
f ′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x2 + · · ·+ nanxn−1
3.2.6 Intervalos de Crescimento e Decrescimento
Relacionar a derivada de uma func¸a˜o a` sua propriedade de crescimento. A figura
a seguir mostra uma parte do gra´fico da func¸a˜o f(x) = −x2 + 1. Observe que f(x)
e´ crescente no intervalo [−1, 0] e decrescente no intervalo [0, 1]. No intervalo em que
e´ crescente, a reta tangente a um ponto qualquer e´ uma reta crescente (portanto a
derivada da func¸a˜o e´ positiva) e no intervalo em que e´ decrescente, a reta tangente a
um ponto qualquer e´ uma reta decrescente (portanto a derivada da func¸a˜o e´ negativa).
A derivada e´ nula em x = 0.
Desse modo, a relac¸a˜o entre crescimento e derivada e´ a seguinte: a func¸a˜o e´ crescente
nos intervalos de derivada positiva e decrescente nos intervalos de derivada negativa.
22
Cap´ıtulo 3. Derivadas
Figura 3.6: Gra´fico ilustrando o crescimento e o decrescimento da func¸a˜o f(x) = −x2+1
3.2.7 Ma´ximos e Mı´nimos
Definic¸a˜o 3.2 Uma func¸a˜o f : D → R tem ma´ximo absoluto em c se f(x) ≤ f(c)
para todo x no domı´nio D de f . Neste caso, o valor f(c) e´ chamado valor ma´ximo de
f em D.
Definic¸a˜o 3.3 Uma func¸a˜o f : D → R tem mı´nimo absoluto em c se f(x) ≥ f(c)
para todo x no domı´nio D de f . Neste caso, o valor f(c) e´ chamado valor mı´nimo de
f em D.
Observac¸a˜o 3.3 Os valores de ma´ximo e mı´nimo absoluto de uma func¸a˜o sa˜o cha-
mados valores extremos da func¸a˜o.
Definic¸a˜o 3.4 Uma func¸a˜o tem ma´ximo local (ou ma´ximo relativo) em um ponto c de
seu domı´nio, se existe intervalo aberto I, tal que c ∈ I e f(x) ≤ f(c) para todo x ∈ I.
Neste caso, dizemos que f(c) e´ valor ma´ximo local de f .
Definic¸a˜o 3.5 Uma func¸a˜o tem mı´nimo local (ou mı´nimo relativo) em um ponto c de
seu domı´nio, se existe intervalo aberto I, tal que c ∈ I e f(x) ≥ f(c) para todo x ∈ I.
Neste caso, dizemos que f(c) e´ valor mı´nimo local de f .
Observac¸a˜o 3.4 Os pontos de ma´ximo local e pontos de mı´nimo local sa˜o chamados
extremos locais.
Definic¸a˜o 3.6 Um ponto c no domı´nio de uma func¸a˜o f e´ chamado ponto cr´ıtico se
ocorre um dos dois seguintes casos:
• f na˜o e´ deriva´vel em x = c;
• f e´ deriva´vel em c e f ′(c) = 0.
Assim, podemos escrever que: Se x = c e´ ma´ximo ou mı´nimo local de f enta˜o c e´ ponto
cr´ıtico de f .
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3.2.8 Teste da primeira derivada
Proposic¸a˜o 3.1 Considerando a func¸a˜o f : [a, b] → R cont´ınua e deriva´vel em (a, b)
e, tambe´m, c um ponto cr´ıtico de f .
a) Se f ′ passa de positiva para negativa em c, enta˜o f tem ma´ximo local em c;
b) Se f ′ passa de negativa para positiva em c, enta˜o f tem mı´nimo local em c;
c) Se f ′ na˜o muda de sinal em c, enta˜o na˜o tem ma´ximo nem mı´nimo local em c.
Demonstrac¸a˜o:
a) Se f ′ passa de positiva para negativa em c enta˜o existem x0, x1 ∈ (a, b), x0 <
c < x1, tais que f
′(x) > 0 se x ∈ (x0, c) e f ′(x) < 0 se x ∈ (c, x1). Como f e´
crescente em [x0, c] e decrescente em [c, x1], segue que f(c) e´ valor ma´ximo de f
no intervalo [x0, x1] que conte´m c.
b) Da mesma forma, se f ′ passa de negativa para positiva em c, enta˜o existe inter-
valo [x0, x1] contendo c tal que f e´ decrescente em [x0, c] e crescente em [c, x1].
Portanto, f(c) e´ valor mı´nimo no intervalo [x0, x1].
c) Seja I ⊂ [a, b] um intervalo contendo c. Como f ′ na˜o muda de sinal em c
enta˜o ha´ um intervalo [x0, x1] contendo c tal que f e´ crescente (respectivamente,
decrescente) em [x0, c] e cont´ınua crescente (respectivamente, decrescente) em
[c, x1]. Aproximando x0 e x1 de c o que for necessa´rio, podemos supor que
[x0, x1] ⊂ I. Portanto, f(c) na˜o pode ser valor ma´ximo e nem mı´nimo em I.
3.2.9 Teste da segunda derivada
Se existe a derivada de f ′, enta˜o ela sera´ chamada de segunda derivada ou de func¸a˜o
segunda derivada e sera´ denotada por f ′′.
Proposic¸a˜o 3.2 Considerando f uma func¸a˜o deriva´vel em um intervalo aberto I e
seja c ∈ I tal que f ′(c) = 0. Se existe f ′′(c), enta˜o:
a) Se f ′′(c) < 0, enta˜o f possui um ma´ximo local em c;
b) Se f ′′(c) > 0, enta˜o f possui um mı´nimo local em c.
O teste e´ inconclusivo caso f ′′(c) = 0.
Demonstrac¸a˜o: Suponha que f ′(c) = 0 e f ′′(c) < 0, enta˜o










Logo, ha´ um intervalo (a, b) contendo c tal que f
′(c)
x−c < 0 para todo x ∈ (a, b).
Portanto, a < x < c implica que x− c < 0 e f ′(c)
x−c < 0 implica que f
′(x) > 0; c < x < b
implica que x− c > 0 e f ′(x)
x−c < 0 implica que f
′(x) < 0. Portanto, f passa de crescente
para decrescente em c. Pelo teste da primeira derivada, f tem ma´ximo local em x = c.
O caso b) e´ ana´logo.







x3 − 4x2 − 4x+ 5.




· 4x3 + 1
3
· 3x2 − 4· 2x− 4 = 2x3 + x2 − 8x− 4.
Determinemos os pontos cr´ıticos igualando f ′(x) a 0. Enta˜o:
2x3 + x2 − 8x− 4 = 0 → (x+ 2)(2x2 − 3x− 2) = 0.
Assim, obtemos os seguintes pontos cr´ıticos: x = −2, x = −1
2
e x = 2. Calculando
a segunda derivada obtemos:
f ′′(x) = 2· 3x2 + 2x− 8 = 6x2 + 2x− 8.
Fazendo o Teste da Segunda Derivada:
f ′′(−2) = 6· (−2)2 + 2· (−2)− 8 = 24− 4− 8 = 12 > 0.
Logo, x = −2 e´ ponto de mı´nimo.
f ′′(−1
2
) = 6· (−1
2
)2 + 2· (−1
2
)− 8 = 6
4
− 1− 8 = −15
2
< 0 .
Logo, x = −1
2
e´ ponto de ma´ximo.
f ′′(2) = 6· 22 + 2· 2− 8 = 24 + 4− 8 = 20 > 0. Logo, x = 2 e´ ponto de mı´nimo.
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Figura 3.7: exemplo de 3.1
26
Cap´ıtulo 4
Ma´ximos e Mı´nimos de Func¸o˜es
Cont´ınuas
Na Matema´tica existe uma variedade de problemas que consiste em encontrar pon-
tos de um conjunto A nos quais a func¸a˜o real f : A→ R assume seu valor ma´ximo ou
seu valor mı´nimo. E´ de suma importaˆncia saber da existeˆncia desses pontos, antes de
qualquer esforc¸o no sentido de resolver problemas dessa natureza. Pore´m, na˜o podemos
deixar de considerar as possibilidades, pois a func¸a˜o pode ser ilimitada superiormente
e na˜o possuir valor ma´ximo ou ao contra´rio, pode ser ilimitada inferiormente, o que
implica em na˜o possuir valor mı´nimo. Contudo, sera´ que o fato de se considerar uma
func¸a˜o limitada (superior ou inferiormente) garante a existeˆncia de valor ma´ximo ou
mı´nimo ? A resposta e´ negativa pois, mesmo limitada, a func¸a˜o pode na˜o assumir valor
ma´ximo, mı´nimo ou tambe´m, nenhum dos dois em A.
Ao desenvolver esse cap´ıtulo apresentaremos conceitos que permitirem assegurar
a existeˆncia de valores ma´ximos e/ou mı´nimos de func¸o˜es cont´ınuas de uma varia´vel
reais quando possuem domı´nio compacto. Este resultado e´ conhecido como Teorema
de Weierstrass e sua demonstrac¸a˜o sera´ feita posteriormente, para uma varia´vel real.
4.1 Existeˆncia de Valores Ma´ximos e Mı´nimos de
Func¸o˜es Cont´ınuas de Uma Varia´vel Real
O objetivo primordial desta sec¸a˜o e´ apresentar importantes resultados que levam a`
construc¸a˜o da demonstrac¸a˜o do Teorema de Weierstrass para func¸o˜es cont´ınuas de uma
varia´vel real. Para tanto, trabalharemos inicialmente com alguns teoremas e definic¸o˜es
e assim, tal demonstrac¸a˜o sera´ feita ao final.
Definic¸a˜o 4.1 Uma sequeˆncia de nu´meros reais e´ uma func¸a˜o x : N→ R que associa
a cada nu´mero natural n um nu´mero real xn, chamado n-e´simo termo da sequeˆncia.
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As notac¸o˜es para uma sequeˆncia sa˜o (x1, ..., xn, ...), (xn), n ∈ N ou simplesmente (xn).
Uma sequeˆncia (xn) diz-se limitada superiormente (ou inferiormente) quando existe
c ∈ R tal que xn ≤ c (respectivamente xn ≥ c), ∀n ∈ N. Diz-se que a sequeˆncia (xn)
e´ limitada quando ela e´ limitada superior e inferiormente. Isto equivale a dizer que:
∃ k > 0 : |xn| ≤ k,∀ n ∈ N.
Dada uma sequeˆncia x = (xn), n ∈ N, uma subsequeˆncia de x e´ a restric¸a˜o da
func¸a˜o x a um subconjunto infinito N′ = n1 < n2 < · · · < nk < · · · de N. As notac¸o˜es
para uma subsequeˆncia sa˜o x′ = (xn) n ∈ N′ , (xn1, xn2, · · · , xnk, · · · ) ou (xnk), k ∈ N.
A notac¸a˜o (xnk), k ∈ N mostra como uma subsequeˆncia pode ser considerada como
uma sequeˆncia, isto e´, uma func¸a˜o cujo domı´nio e´ N.
Definic¸a˜o 4.2 Dada uma sequeˆncia (xn),
(i) diz-se que (xn) converge ao ponto a ∈ R se ∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N; n > n0 =⇒
|xn − a| < ε.
Escreve-se xn −→ a;
(ii) diz-se que o nu´mero real a e´ limite de (xn) se, para todo nu´mero real ε > 0, dado
arbitrariamente, pode-se obter n0 ∈ N tal que todos os termos xn com ı´ndice
n > n0 satisfazem a condic¸a˜o |xn − a| < ε.
Escreve-se enta˜o a = limxn.
Definic¸a˜o 4.3 Diz-se que um ponto a e´ aderente ao conjunto A ⊂ R quando a e´ limite
de alguma sequeˆncia de pontos (xn) ∈ A. Evidentemente, todo ponto a ∈ A e´ aderente
a A, bastando tomar todos os xn = a.
Chama-se fecho de um conjunto A ao conjunto A¯ formado por todos os pontos aderentes
a A. Tem-se A¯ ⊂ A. Se A¯ ⊂ B, enta˜o A ⊂ B.
Definic¸a˜o 4.4 Um conjunto F diz-se fechado quando todo ponto aderente a F pertence
a F , isto e´, F = F¯ .
Definic¸a˜o 4.5 Dado um conjunto L ⊂ R, diz-se que:
(i) L e´ limitado superiormente quando existe algum b ∈ R tal que x 6 b, ∀x ∈ L.
Neste caso, diz-se que b e´ uma cota superior de L;
(ii) L e´ limitado inferiormente quando existe algum a ∈ R tal que a 6 x, ∀x ∈ L.
Neste caso, diz-se que a e´ uma cota inferior de L;
(iii) L e´ um conjunto limitado quando e´ limitado superior e inferiormente. Isto signi-
fica que L esta´ contido em algum intervalo limitado [a, b] ou, equivalentemente,
que existe l > 0 tal que x ∈ L =⇒ |x| 6 l. Caso o conjunto na˜o seja limitado (ou
tambe´m limitado superior ou inferiormente), diz-se que e´ um conjunto ilimitado
(ou tambe´m ilimitado superior ou inferiormente).
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Definic¸a˜o 4.6 Um conjunto K ⊂ R chama-se compacto quando e´ limitado e fechado.
Consequentemente, todo conjunto finito e´ compacto. Um intervalo do tipo [a, b] e´ um
conjunto compacto. Por outro lado, ]a, b[ e´ limitado, mas na˜o e´ fechado, e, portanto,
tambe´m na˜o e´ compacto.
Agora, munidos da definic¸a˜o 1.1, provaremos o resultado que segue.
Lema 4.1 Sejam f : K → R um func¸a˜o cont´ınua e (xn) uma sequeˆncia em K com-
pacto. Se xn → a, enta˜o f(xn)→ f(a), ∀a ∈ K.
Demonstrac¸a˜o: Por hipo´tese, a func¸a˜o e´ cont´ınua e xn → a, ou seja, a sequeˆncia
(xn) converge para a. Assim,
(i) pela Definic¸a˜o 1.1, ∀ ε > 0, ∃ δ > 0; x ∈ K e |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε;
(ii) pelo item (i) da Definic¸a˜o 2.2, ∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N; n > n0 =⇒ |xn − a| < ε.
Dado ε > 0, usando a hipo´tese (i), ∃ δ > 0; x ∈ K e |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε.
(2.1) Para o δ encontrado, usamos a hipo´tese (ii) com δ no papel do ε e obteremos
n0 ∈ N; n > n0 =⇒ |xn − a| < δ. (2.2)
Logo, aplicando primeiro (3.2) e depois (3.1), temos n > n0 =⇒ |xn − a| < δ =⇒
xn ∈ K e |xn − a| < δ =⇒ |f(xn)− f(a)| < ε.
Portanto, se xn −→ a, tem-se f(xn) −→ f(a), ∀ a ∈ K.
Antes de enunciarmos outro resultado importante, definamos supremo e ı´nfimo de
nu´meros reais.
Definic¸a˜o 4.7 Seja K ⊂ R um conjunto limitado superiormente e na˜o vazio. Um
nu´mero b ∈ R chama-se supremo do conjunto K e escreve-se b = supK, quando e´
a menor das cotas superiores de K. Analogamente, se K ⊂ R e´ um conjunto limi-
tado inferiormente e na˜o vazio, um nu´mero a ∈ R chama-se ı´nfimo do conjunto K e
escrevesse a = infK quando e´ a maior das cotas inferiores de K.
Podemos aprofundar um pouco mais nestas definic¸o˜es. De fato, b = supK quando
cumpre as duas condic¸o˜es:
(S1) ∀ x ∈ K, tem-se x 6 b;
(S2) Se c ∈ R e´ tal que x 6 c, ∀ x ∈ K, enta˜o b 6 c. A condic¸a˜o S2 admite a seguinte
reformulac¸a˜o:
(S2’) Se c < b, enta˜o ∃ x ∈ K com c < x. Assim, S2’ evidencia que nenhum nu´mero
real menor do que b pode ser cota superior de K. A`s vezes se exprime S2’ da seguinte
forma: ∀ ε > 0, ∃ x ∈ K tal que b− ε < x.
Analogamente, a = infK quando cumpre as duas condic¸o˜es:
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(I1) ∀ x ∈ K, tem-se a 6 x;
(I2) Se c ∈ R e´ tal que c 6 x, ∀ x ∈ K, enta˜o c 6 a.
A condic¸a˜o I2 pode ser reformulada da seguinte forma: (I2’) Se a < c, enta˜o ∃ x ∈ K
com x < c. Assim, I2’ diz que nenhum nu´mero real maior do que a pode ser cota
inferior de K. Equivalentemente: ∀ ε > 0, ∃ x ∈ K tal que x < a + ε. A seguir
enunciaremos uma propriedade do supremo de um subconjunto dos nu´meros reais, a
qual e´ conhecida como Axioma do Supremo.
Axioma 4.1 Todo conjunto de nu´meros reais, na˜o vazio e limitado superiormente,
admite supremo.
Para prosseguirmos, apresentaremos a definic¸a˜o de sequeˆncia mono´tona, fundamental
para demonstrarmos os resultados que veremos em breve.
Definic¸a˜o 4.8 Diz-se que uma sequeˆncia (xn) e´ mono´tona quando xn ≤ xn+1, ∀ n ∈ N
ou quando, xn+1 ≤ xn, ∀ n ∈ N.
Complementando, no primeiro caso, diz-se que (xn) e´ mono´tona na˜o decrescente e,
no segundo, que (xn) e´ mono´tona na˜o crescente. Se, mais precisamente, tivermos
xn < xn+1 (respectivamente, xn > xn+1), ∀ n ∈ N, dizemos que a sequeˆncia e´ crescente
(respectivamente, decrescente). Toda sequeˆncia mono´tona na˜o crescente (respectiva-
mente, na˜o decrescente) e´ limitada superiormente (respectivamente, inferiormente) pelo
seu primeiro termo. A fim de que ela seja limitada e´ suficiente que possua uma sub-
sequeˆncia limitada. Desta forma, seja (x′n) n
′ ∈ N′ uma subsequeˆncia limitada da
sequeˆncia mono´tona (digamos na˜o decrescente) (xn). Temos x
′
n 6 c, ∀ n ∈ N′. Dado
qualquer n ∈ N, ∃ n′ ∈ N′ tal que n < n′. Enta˜o, xn 6 x′n 6 c. O teorema a seguir, nos
da´ uma condic¸a˜o suficiente para que uma sequeˆncia convirja. Atrave´s da tentativa de
demonstra´-lo ao preparar suas aulas, que o matema´tico alema˜o R. Dedekind percebeu
a necessidade de uma conceituac¸a˜o precisa de nu´mero real, na metade do se´culo XIX.
Teorema 4.1 Toda sequeˆncia mono´tona limitada e´ convergente.
Demonstrac¸a˜o: Tomemos uma sequeˆncia (xn) mono´tona na˜o decrescente e limitada.
Sejam K = x1, · · · , xn, · · · e a = supK. Afirmamos que a = limxn. Assim, dado ε > 0,
o nu´mero a − ε na˜o e´ cota superior de K. Logo, pela condic¸a˜o S2’ do complemento
da definic¸a˜o de supremo e ı´nfimo de um conjunto, ∃ n0 ∈ N tal que a − ε < xn0 < a.
Assim, n0 < n =⇒ a − ε < xn0 ≤ xn ≤ a < a + ε =⇒ a − ε < xn < a + ε =⇒
−ε < xn < a < ε =⇒ |xn − a| < ε e, pelo item (i) da definic¸a˜o 2.2, (xn) converge ao
ponto a. Logo, limxn = a. Analogamente, se tomarmos uma sequeˆncia (xn) mono´tona
na˜o crescente e limitada, enta˜o limxn e´ o ı´nfimo do conjunto dos valores xn.
Atrave´s do teorema anterior, demonstra-se o corola´rio seguinte, tambe´m conhecido
como Teorema de Bolzano-Weierstrass.
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Corola´rio 4.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequeˆncia limitada de nu´meros
reais possui uma subsequeˆncia convergente.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Teorema 3.1, basta mostrar que toda sequeˆncia (xn) possui uma
subsequeˆncia mono´tona. Antes de mais nada, diz-se que um termo xn da sequeˆncia
dada e´ destacado quando xn ≥ xp, ∀ p > n. Seja D ⊂ N o conjunto dos ı´ndices n tais
que xn e´ um termo destacado. Temos duas possibilidades para D: ser um conjunto
infinito ou um conjunto finito. Se D for um conjunto infinito, ou seja, D = {n1 <
n2 < · · · < nk < · · · }, enta˜o a subsequeˆncia (xn)n ∈ D sera´ mono´tona na˜o-crescente.
Entretanto, se D for finito, tomemos n1 ∈ N como um ı´ndice maior de todos os n ∈ D,
enta˜o xn1 na˜o e´ destacado, visto que @ n ∈ D tal que n > n1 =⇒ xn1 > xn. Logo, ∃
n2 > n1 com xn2 > xn1 . Ale´m disso, xn2 na˜o e´ destacado, evidenciando que ∃ n3 > n2
com xn3 > xn2 > xn1. Procedendo da mesma forma, obtemos uma subsequeˆncia
crescente xn1 < xn2 < · · · < xnk < · · · .
Portanto, sempre conseguimos uma subsequeˆncia mono´tona.
A seguir apresentaremos dois lemas e suas respectivas demonstrac¸o˜es sera˜o desen-
volvidas com base nos resultados vistos ate´ aqui. Estes lemas, apo´s demonstrados,
formara˜o um u´nico resultado, o qual sera´ apresentado como teorema.
Lema 4.2 Seja f : K → R, uma func¸a˜o definida no conjunto K ⊂ R. Se K e´ um
conjunto compacto e f e´ cont´ınua, enta˜o f(K) e´ um conjunto limitado. Isto e´, x1 e´
ponto de mı´nimo de f e x2 e´ ponto de ma´ximo de f .
Demonstrac¸a˜o: Suponhamos que f(K) seja um conjunto ilimitado. Assim, ∀ n ∈ N,
∃ yn ∈ f(K); |yn| > n. Como yn ∈ f(K), enta˜o ∀ n, ∃ xn ∈ K; f(xn) = yn. Assim,
(xn) e´ uma sequeˆncia em K, com K compacto. Da´ı, (xn) e´ limitada. Pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequeˆncia (xnj) convergente a algum ponto a,
ou seja, xnj → a. Como K tambe´m e´ fechado, temos que a ∈ K. Disto segue que
f(xnj) → f(a) =⇒ ynj → f(a), o que contradiz (3.3), pelo fato de ynj na˜o convergir
para nenhum ponto. Portanto, se K e´ compacto e f e´ cont´ınua, enta˜o f(K) e´ limitado.
Lema 4.3 Seja f : K → R, uma func¸a˜o definida no conjunto K ⊂ R. Se K e´ um
conjunto compacto e f e´ cont´ınua, enta˜o f(K) e´ um conjunto fechado.
Demonstrac¸a˜o: Seja a ∈ f(K). Assim, ∃ yn ∈ f(K); yn → a.
Assim, ∀ n, ∃ xn ∈ K tal que f(xn) = yn. Como xn ∈ K, temos que (xn) e´ limitada.
Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequeˆncia (xnj) tal que xnj → b.
Pelo fato de K ser fechado e xnj → b, tem-se que b ∈ K. Sabemos que f e´ cont´ınua,
assim f(xnj)→ f(b). Logo, ynj → f(b) e, por (3.4), ynj → a. Da Unicidade do Limite,
resulta que f(b) = a e, consequentemente, a ∈ f(K).
Portanto, f(K) = f(K), ou seja, f(K) e´ fechado.
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A seguir, enunciaremos mais um teorema, o qual comentaremos brevemente sua
demonstrac¸a˜o visto que e´ uma aplicac¸a˜o direta dos resultados obtidos nos lemas ante-
riores.
Teorema 4.2 Seja f : K → R, uma func¸a˜o definida no conjunto K ⊂ R. Se f e´
cont´ınua e K e´ compacto, enta˜o f(K) e´ compacto.
Demonstrac¸a˜o: Pelos Lemas 3.2 e 3.3 temos que f(K) e´ limitado e fechado. Assim,
pela definic¸a˜o 3.6, f(K) e´ compacto. Para finalizarmos esta sec¸a˜o apresentaremos
o Teorema de Weierstrass, resultado que garante a existeˆncia de valores ma´ximos e
mı´nimos de func¸o˜es cont´ınuas de uma varia´vel real, cuja demonstrac¸a˜o e´ feita utilizando
basicamente os lemas anteriores.
Teorema 4.3 (Teorema de Weierstrass) Seja f : K → R, uma func¸a˜o definida no
conjunto K ⊂ R. Se f e´ cont´ınua e K e´ compacto, enta˜o ∃ x1, x2 ∈ K tal que
f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2), ∀ x ∈ K.Isto e´, x1 e´ ponto de mı´nimo de f e x2 e´ ponto de
ma´ximo de f .
Demonstrac¸a˜o: Por hipo´tese, f e´ cont´ınua e K e´ compacto. Assim, pelo Lema 3.2,
f(K) e´ limitado. Disto, temos que: ∃ a = inff(K) ≤ f(x) ≤ supf(K) = b, ∀ x ∈ K.
Pelo Lema 3.3, f(K) tambe´m e´ fechado, ou seja, a ∈ f(K) e b ∈ f(K). Portanto, ∃




Definic¸a˜o 5.1 Uma func¸a˜o f : R→ R e´ chamada Func¸a˜o Quadra´tica quando existem
a, b, c ∈ R, com a 6= 0, tais que f(x) = x2 + bx+ c para todo x ∈ R.
A func¸a˜o quadra´tica pode vir escrita na sua forma canoˆnica, mostrada a seguir.
f(x) = ax2 + bx+ c



























)2 − ( (b2−4ac)
4a2
)]
O termo b2 − 4ac recebe o nome de discriminante do trinoˆmio do segundo grau, e
e´ representado pela letra grega delta (∆). Logo, pode-se escrever:
f(x) = a[(x+ b
2a
)2 − ( ∆
4a2
)]
Observe que o termo (x+ b
2a
)2 ≥ 0 para todo x real. Ja´ o termo (−∆)
4a2
e´ constante.
Ale´m dessas considerac¸o˜es, a diferenc¸a e´ mı´nima quando tem-se (x + b
2a
)2 = 0 →
x = (−b)
2a
. Neste ponto, se a > 0, f(x) tambe´m assume seu valor mı´nimo. Portanto, o




. Neste caso, f(x)
na˜o assume valor ma´ximo, pois a func¸a˜o e´ ilimitada superiormente. Analogamente,
quando a < 0, a func¸a˜o f(x) = ax2 + bx + c assume valor ma´ximo em x = −b
2a
e na˜o
tem valor mı´nimo, pois e´ ilimitada inferiormente.
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5.1 Aplicac¸o˜es
Muitos problemas envolvendo ma´ximos e mı´nimos se resolvem fazendo uso da func¸a˜o
quadra´tica. Essa func¸a˜o e´ bastante familiar aos alunos da Educac¸a˜o Ba´sica. Logo, e´
importante menciona´-la neste trabalho. A seguir sera˜o resolvidos alguns problemas
usando tal func¸a˜o.
Problema 5.1. Mostre que entre todos os retaˆngulos de per´ımetro P, o de a´rea
ma´xima e´ o quadrado.
Figura 5.1: Retaˆngulo de lados x e y
Soluc¸a˜o: O per´ımetro do retaˆngulo e´ P = 2x + 2y e sua a´rea e´ dada por x· y.
Mas, 2x + 2y = P → y = C−2x
2
. Substituindo esse valor na a´rea, AR = x· y =⇒
AR = x· ( (C−2x)2 ) =⇒ AR = −x2 + Cx2 .
Agora se tem a a´rea em func¸a˜o de x, visto que P e´ fixo, que atingira´ o valor ma´ximo,
no ve´rtice, enta˜o, xv =
(−b)
2a
=⇒ xv = −
P
2














Portanto, a a´rea sera´ ma´xima quando x = y = p
4
, ou seja, quando for um quadrado.
Problema 5.2 Encontre as dimenso˜es de um retaˆngulo PQRS inscrito num c´ırculo
de raio r que nos da˜o a maior a´rea poss´ıvel.
Figura 5.2: Retaˆngulo Inscrito
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Soluc¸a˜o: Analisando a Figura 5.2, veˆ-se que, a a´rea do retaˆngulo e´ dada por
AR = 2x· 2y = 4xy.
Aplicando o teorema de Pita´goras no triaˆngulo de lados x, y e r, e tem-se:
r2 = x2 + y2 =⇒ y =
√
r2 − x2.
Agora, substituindo o valor de y encontrado na equac¸a˜o da a´rea, tem-se a a´rea em
func¸a˜o da varia´vel x, visto que r e´ fixo. Sendo assim,
AR = 4x
√
r2 − x2 =⇒ A2R = 16x2(r2 − x2).
Fazendo a substituic¸a˜o z = x2 tem-se A2R = 16z(r
2 − z) =⇒ A2R = −16z2 + 16r2z,
o que ainda pode ser escrito
f(z) = −16z2 + 16r2z.
Neste caso temos uma func¸a˜o quadra´tica onde a = −16 < 0. Portanto a func¸a˜o




=⇒ zv = −16r
2




Substituindo zv na igualdade z = x
2 tem-se
z = x2 =⇒ r
2
2
= x2 =⇒ x = r√
2
.
Substituindo o valor de x, encontra-se:
y =
√






Portanto, a a´rea do retaˆngulo PQRS sera´ ma´xima quando x = y = r√
2
, ou seja,
quando tiver um quadrado.
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Problemas de Otimizac¸a˜o que
Recaem em uma Func¸a˜o Quadra´tica
Encontrar ma´ximos e mı´nimos de func¸o˜es e´ uma das principais aplicac¸o˜es do Ca´lculo
Diferencial. Os chamados “Problemas de Otimizac¸a˜o” consistem em encontrar uma
func¸a˜o que representa o modelo matema´tico de uma determinada situac¸a˜o e, de acordo
com o que se busca, encontrar os valores de ma´ximo ou mı´nimo dessa func¸a˜o. No
cap´ıtulo a seguir, verificaremos exemplos de Problemas de Otimizac¸a˜o cujos modelos
matema´ticos sa˜o func¸o˜es polinomiais do 2o grau. Encontrar o ponto no qual a func¸a˜o
assume seu valor mı´nimo ou ma´ximo possibilita a obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o de uma gama
de problemas dessa natureza.
Problema 6.1: Um fazendeiro deseja circundar, com 150 metros de cerca, uma
a´rea retangular junto a um rio para confinar alguns animais, conforme representado na
figura 6.1. Se o objetivo e´ cercar a maior a´rea poss´ıvel, quais devem ser as medidas do
retaˆngulo ?
Soluc¸a˜o: Denominando a largura da a´rea cercada de x e o comprimento de y,
notamos que 2x + y = 150 (1), ja´ que e´ essa a quantidade dispon´ıvel de cerca. Como
a a´rea de um retaˆngulo e´ calculada pelo produto das medidas do comprimento e da
largura, teremos
A = x · y (2).
Figura 6.1: Figura ilustrando a situac¸a˜o apresentada no problema 6.1.
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De (1) temos que y = 150− 2x e substituindo em (2) teremos
A(x) = x(150− 2x) =⇒ A(x) = 150x− 2x2,
ou seja, uma func¸a˜o quadra´tica, cujo gra´fico e´ uma para´bola de concavidade voltada




, teremos xv =
−150
2(−2) = 37, 5. Assim como y = 150 − 2x =⇒
y = 150− 2· 37, 5 = 75. Portanto as dimenso˜es que fazem com que seja ma´xima a a´rea
desse retaˆngulo sa˜o 75m de comprimento por 37, 5m de largura.
Problema 6.2: Um cliente propoˆs a um vidraceiro que se recorte um espelho
retangular com a maior a´rea poss´ıvel a partir de um pedac¸o de espelho, cuja forma
e´ de um triaˆngulo retaˆngulo de lados 48cm, 64cm e 80cm. A fim de minimizar a
quantidade de cortes, pelo menos um dos lados do retaˆngulo deve estar sobre um lado
do triangulo. As posic¸o˜es sugeridas sa˜o as da figura 6.2.
Figura 6.2: Figura ilustrando a situac¸a˜o apresentada no problema 2.
Em cada caso, determinaremos qual o retaˆngulo de maior a´rea e fazer a comparac¸a˜o
dos dois resultados.
Soluc¸a˜o: i) Primeiramente nomearemos alguns pontos, como ilustrado na figura
6.3:
De acordo com o enunciado temos AC = 48cm, AE = 80cm e CE = 64cm. Sejam










A a´rea do retaˆngulo BCDF sera´:
ABCDF = x· y =⇒ A(x) = x· (−4
3
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Figura 6.3: Figura ilustrando a situac¸a˜o apresentada no problema 6.2 (i).
O resultado encontrado foi uma func¸a˜o quadra´tica que, como o gra´fico e´ uma





=⇒ x = −64
2· (−4
3
) =⇒ x = 24cm
Calculando o valor de y teremos:
y = −4
3
(24) + 64 =⇒ y = 32cm
Com esses resultados a conclusa˜o e´ que para se obter a maior a´rea desse espe-
lho, o retaˆngulo a ser cortado deve ter dimenso˜es de 24cm de largura por 32cm de
comprimento, resultando na a´rea ma´xima de 768cm2.
ii) Analogamente a i, vamos nomear alguns pontos, como ilustrado na figura 5:4:
Figura 6.4: Figura ilustrando a situac¸a˜o apresentada no problema 2 (ii).
38
Cap´ıtulo 6. Problemas de Otimizac¸a˜o que Recaem em uma Func¸a˜o Quadra´tica
Pelo o enunciado temos AC = 48cm, AE = 80cm e CE = 64cm. Sejam BD = x e
DF = y. E´ poss´ıvel calcular a altura h relativa a hipotenusa AE do triangulo retaˆngulo
ACE, usando a fo´rmula “cateto· cateto = hipotenusa· altura”, enta˜o: 48· 64 = h· 80
=⇒ h = 38,4cm.
Note que a altura do triaˆngulo BCD, relativa a hipotenusa BD, sera´ 38,4 − y.










A a´rea do retaˆngulo BDFG sera´:
ABDFG = x· y =⇒ A (x) = x· 3072− 38,4x
80




O resultado e´ uma func¸a˜o quadra´tica, cujo gra´fico e´ uma para´bola de concavidade








) =⇒ x = 40cm




=⇒ y = 19,2cm
Com esses resultados, a conclusa˜o e´ que para se obter a maior a´rea poss´ıvel desse
espelho, o retaˆngulo a ser cortado deve ter dimenso˜es de 19,2cm de largura por 40cm
de comprimento. A a´rea ma´xima sera´ tambe´m de 768cm2.
Ao compararmos os dois resultados, observamos que os retaˆngulos obtidos tem a
mesma a´rea, 768cm2. Entretanto, no caso (i) sobram apenas dois pedac¸os do espelho,
enquanto que no caso (ii) restam treˆs pedac¸os, estes com a´reas menores do que os
pedac¸os restantes do caso (i). Outro ponto a se observar e´ que as dimenso˜es obtidas
foram diferentes nos 2 casos e sendo assim, a escolha entre eles vai depender do uso
que sera´ dado ao espelho, ou a`s sobras do espelho original.
Problema 6.3: Um grupo de turistas fretou um avia˜o de 100 lugares para uma
excursa˜o. Foi exigido de cada passageiro uma cota de R$ 900,00 mais R$ 10,00 por
cada lugar vago. Qual a quantidade de passageiros para que a rentabilidade da empresa
seja ma´xima ?
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Soluc¸a˜o: Supondo que x lugares foram ocupados, teremos vagos (100−x) lugares.
Denominando por R(x) a rentabilidade da companhia, teremos que
R(x) = (900 + (100− x)· 10)·x =⇒ R(x) = −10x2 + 1900x
que e´ uma func¸a˜o quadra´tica cuja concavidade e´ voltada para baixo. Sendo assim,
possui um ponto de ma´ximo. A quantidade de passageiros que maximiza a rentabili-




=⇒ xv = −1900
2· (−10) = 95
Logo, a companhia tera´ a maior rentabilidade com 95 passageiros.
Problema 6.4: Israel tem uma fa´brica de sanda´lias e vende uma me´dia mensal
de 400 unidades, por R$ 20,00 cada. Contudo, percebeu que a cada vez que diminu´ıa
R$ 1,00 no prec¸o unita´rio, vendia 40 sanda´lias a mais. Qual deve ser o prec¸o da unidade
de modo que sua receita seja ma´xima ?
Soluc¸a˜o: Seja x o desconto de R$ 1,00 dado. Assim, sua receita em func¸a˜o de x
seria: R(x) = (400 + 40x)· (20− 1·x) =⇒ R(x) = −40x2 + 400x+ 8000.
Como se trata de uma func¸a˜o quadra´tica, notamos que a concavidade da para´bola






2· (−40) = 5
Portanto para que a receita de Israel seja ma´xima, o desconto por sanda´lia deve
ser de R$ 5,00. Com isso ele devera´ cobrar R$ 15,00 por unidade para maximizar sua
receita.
Problema 6.5: Uma granja esta´ fazendo uma promoc¸a˜o na venda de ovos: “Com-
pre x ovos e ganhe x% de desconto”. A promoc¸a˜o e´ va´lida para compras de ate´ 5 du´zias,
caso em que e´ concedido o desconto ma´ximo de 60%. Amanda, Bernardo, Cec´ılia e
Douglas compraram 1, 2, 3 e 4 du´zias de ovos, respectivamente. Qual deles poderia ter
comprado mais ovos e gasto a mesma quantia ?
Soluc¸a˜o: Seja p o prec¸o de cada ovo. Logo, com desconto de x% o prec¸o pago ao
comprar x ovos recebendo o desconto de x% sera´:









=⇒ P (x) = − p
100
x2 + px









Note que como 40 e 60 sa˜o equidistantes de 50, quem por ventura comprar 40 ovos
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vai pagar o mesmo de quem comprar 60. Do mesmo modo notamos que 48 e 52 sa˜o
equidistantes de 50, logo Douglas que comprou 4 du´zias de ovos poderia ter comprado
4 ovos a mais que pagaria o mesmo valor.
Problema 6.6: O dono de um pequeno teatro percebeu que, com o ingresso a
R$ 8,00, em me´dia 320 pessoas assistem aos espeta´culos e que, para cada reduc¸a˜o de
R$ 1,00 no prec¸o dos ingressos, o pu´blico aumenta de 100 espectadores. Qual deve ser
o prec¸o do ingresso para maximizar a receita ?
Soluc¸a˜o: Seja x a reduc¸a˜o no prec¸o do ingresso, enta˜o a receita sera´ dada por:
R(x) = (320 + 100x)· (8− x) =⇒ R(x) = −100x2 + 480x+ 2560.
Como se trata de uma func¸a˜o quadra´tica, a concavidade da para´bola e´ voltada
para baixo e assim teremos um ponto de ma´ximo. Logo, a receita sera´ maximizada se




=⇒ xv = −480
2· (−100) = 2, 4
Ou seja, a receita sera´ ma´xima quando o desconto for de R$ 2,40. Sendo assim o
ingresso devera´ custar R$ 5,60.
Problema 6.7: Um restaurante a quilo vende 100kg de comida por dia, a R$ 16,00
por quilo. Uma pesquisa encomendada pelo dono do estabelecimento revelou que, por
cada real de aumento no prec¸o, o restaurante perderia 10 clientes. Sabendo que o
consumo me´dio de cada cliente e´ de 500g, qual deve ser o valor do quilo de comida
para maximizar a receita dia´ria do restaurante ?
Soluc¸a˜o: Estimando o nu´mero me´dio de refeic¸o˜es servidas, se o restaurante vende
100kg de comida por dia e cada cliente consome, em me´dia, 500g, a me´dia dia´ria de
refeic¸o˜es servidas e´: 100
0,5
= 200 refeic¸o˜es.
Seja x o valor acrescentado ao prec¸o do quilo. Sendo assim, a receita dia´ria do
restaurante sera´:
R(x) = (200− 10x)· (16 + x) =⇒ R(x) = −10x2 + 40x+ 3200.
Percebendo que se trata de uma func¸a˜o quadra´tica, cuja concavidade da para´bola
e´ voltada para baixo, teremos um ponto de ma´ximo. Com isso, o valor do acre´scimo




=⇒ xv = −40
2· (−10) = 2
Logo, para que a receita seja ma´xima, o restaurante deve cobrar R$ 16,00 + R$ 2,00.
Ou seja, R$ 18,00 o quilo.
Problema 6.8: Um imo´vel, de forma retangular, sera´ constru´ıdo com lados pro-
porcionais a 3 e 4. O imposto predial e´ de R$ 7,00/m2, mais uma taxa fixa de R$ 2500.
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A prefeitura concede um desconto de R$ 60,00 por metro linear do per´ımetro, como
recompensa pela iluminac¸a˜o externa e pela calc¸ada em volta do pre´dio. Quais devem
ser as medidas dos lados do pre´dio para que o imposto seja o mı´nimo poss´ıvel ? Qual
o valor desse imposto mı´nimo ?
Soluc¸a˜o: Como os lados da construc¸a˜o devem ser proporcionais a 3 e 4, definiremos
os lados como 3x e 4x. Com isso a a´rea sera´ dada por A(x) = 12x2 e o per´ımetro sera´
dado por P (x) = 14x. Assim sendo, a expressa˜o que calcula o imposto e´:
I(x) = 2500 + 7(3x· 4x) − 60· (14x) =⇒ I(x) = 84x2 − 840x + 2500.
Vemos que nesse caso se trata de uma func¸a˜o quadra´tica, com a concavidade da




=⇒ xv = −(−840)
2· (84) = 5
Portanto para que o imposto seja o mı´nimo poss´ıvel, as medidas dos lados do pre´dio
devem ser 3· 5 = 15m e 4· 5 = 20m. Ca´lculo do imposto:
I(5) = 84· 52 − 840· 5 + 2500 =⇒ I(5) = 400.
Enta˜o o valor desse imposto sera´ R$ 400,00.
Problema 6.9: Considerando 2 nu´meros cuja soma e´ constante, qual o valor
ma´ximo do produto desses nu´meros ?
Soluc¸a˜o: Sendo “s” a constante que representa a soma dos nu´meros x e y, pretende-
se achar os valores tais que o produto x· y seja o maior poss´ıvel. De x + y = s
obtemos y = s − x e, portanto, devemos encontrar o valor de x que maximiza o














Assim, pode-se concluir que o produto de dois nu´meros cuja soma e´ constante
assume seu valor ma´ximo quando esses nu´meros sa˜o iguais.
Problema 6.10: A trajeto´ria de uma bola de futebol, num chute a gol, descreve
uma para´bola. Suponha que, “t” segundos apo´s o chute, sua altura “h”, seja dada,
em metros, por h = −t2 + 5t. Determinaremos em que instante a bola atinge a altura
ma´xima e qual e´ essa altura ma´xima.
Soluc¸a˜o: Como o gra´fico se trata de uma para´bola com concavidade voltada para
baixo, a func¸a˜o assume um ponto de ma´ximo, quando:
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=⇒ tv = −5
2· (−1) = 2,5
Logo, a bola atinge a altura ma´xima 2,5 segundos apo´s o chute.




=⇒ hv = −(5







Resolvidos com o Uso de Derivadas
Problema 7.1. Deseja-se construir uma caixa, no formato de um bloco reto re-
tangular, utilizando uma folha de papela˜o, cujas dimenso˜es sa˜o 40cm por 30cm. Para
isso, retira-se 4 quadrados de lado x (em cent´ımetros), um em cada canto da folha e
dobra-se os lados adequadamente obtendo a caixa. Desprezando a espessura da folha,
determine a medida x do lado dos quadrados a serem retirados para que se maximize
o volume dessa caixa.
Figura 7.1: problema 1
Soluc¸a˜o: Como o lado do quadrado a ser recortado mede x, pode-se dizer que a
base da caixa e´ um retaˆngulo cujos lados sa˜o 40 − 2x e 30 − 2x e a altura mede x.
Queremos encontrar o valor de x para que o volume V da caixa seja maximizado. A
partir das informac¸o˜es sobre as dimenso˜es da caixa em func¸a˜o da varia´vel x, temos:
V (x) = x· (40− 2x)· (30− 2x) = 4x3 − 140x2 + 1200x.
Observe que 0 < 2x < 30, ou seja, 0 < x < 15. Para determinar os pontos cr´ıticos
determinemos valores de x para V ′(x) = 0.
Igualando a derivada V ′(x) = 12x2 − 280x + 1200 a zero, obtemos, x1 ≈ 17, 67 e
x2 ≈ 5,65.
O valor x1 na˜o faz parte do intervalo 0 < x < 15 e, desse modo, na˜o pode ser
dimensa˜o do quadrado a ser recortado.
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Aplicando o valor x2 = 5,65 na segunda derivada V
′′(x) = 24x2 − 280, tem-se:
V ′′(5, 65) = −144, 16 < 0. Logo, conclui-se que x2 = 5, 65 cm e´ a medida do lado do
quadrado a ser recortado que torna ma´ximo o volume da caixa. Este volume e´ enta˜o:
V (5, 65) = 4· 5,653 − 140· 5,652 + 1200· 5,65 = 3032,30cm3 .
Problema 7.2. Uma fa´brica vende bolas de futebol por R$ 50,00 a unidade. Se
a produc¸a˜o mensal dessa fa´brica e´ x, em milhares de unidades produzidas e e´ sabido




x3 − 30x2 − 350x− 100.
Enta˜o, qual e´ a quantidade de bolas produzidas por meˆs para que a fa´brica tenha
um lucro ma´ximo ?
Soluc¸a˜o: Sabemos que Lucro e´ a diferenc¸a entre a receita e o custo. Considerando
a receita R(x) = 50x, consequentemente temos a func¸a˜o Lucro:
L(x) = 50x− (4
3
x3 − 30x2 − 350x− 100) = −4
3
x3 + 30x2 + 400x+ 100.
Utilizando o teste da derivada primeira temos:
L′(x) = −4x2 + 60x+ 400
Igualando L′(x) a zero, verifica-se que os pontos cr´ıticos encontrados sa˜o: x1 = −5 e
x2 = 20. Analisando os intervalos de crescimento e decrescimento, temos que x2 = 20 e´
o ponto que maximiza a func¸a˜o L. Por outro lado, podemos encontrar a mesma resposta
usando o teste da derivada segunda. Assim, L′′(x) = −8x + 60. Como L′′(20) < 0
segue que o ponto cr´ıtico x2 = 20 maximiza a func¸a˜o. Portanto, devem ser produzidas
20 mil bolas por meˆs para que a fa´brica obtenha o lucro ma´ximo.
Problema 7.3. Uma cidade e´ atingida por uma mole´stia epideˆmica. Os setores de
sau´de calculam que o nu´mero de pessoas atingidas pela mole´stia depois de um tempo
t (medido em dias a partir do in´ıcio da epidemia) e´ dado, aproximadamente, por:
f(t) = 64t− t3
3
Quando a epidemia estara´ sob controle ?
Soluc¸a˜o: A taxa de propagac¸a˜o da epidemia e´ dada pela variac¸a˜o da func¸a˜o f(t)
em relac¸a˜o a t. Derivando f , temos:
f ′(t) = 64− t2
Assim, para a situac¸a˜o em que a epidemia esteja controlada, sua taxa de expansa˜o
deve ser nula. Logo, igualando f ′(t) a zero, temos: f ′(t) = 0 =⇒ 64 − t2 = 0 =⇒
t = ±8
Ou seja, apo´s 8 dias, a taxa de expansa˜o da epidemia se anula, logo ela estara´
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controlada.
Problema 7.4. O custo mensal de fabricac¸a˜o de uma unidade de fita veda rosca




e a demanda mensal p , do mesmo produto, e´ dada por p(x) = 10− x . Qual o prec¸o
que deve ser cobrado para maximizar o lucro nessa situac¸a˜o ?
Soluc¸a˜o: O lucro total e´ dado por Lucro(L) = Receita(R)−Custo(C). A Receita
sera´ calculada por:
R(x) = x(10− x).
Logo, L(x) = 10x− x2 − (x3
3
− 2x2 + 10x+ 1) =⇒ L(x) = −x3
3
+ x2 + 1
Derivando a func¸a˜o Lucro temos:
L′(x) = −x2 + 2x.
Igualando L′(x) a zero, encontra-se as ra´ızes x1 = 0 e x2 = 2. Como L′′(2) < 0,
temos que x2 = 2 e´ ponto de ma´ximo de L. Logo, para maximizar o lucro dessa
empresa, o valor de venda do produto deve ser R$ 2,00.
Problema 7.5. Uma ribeirinha pretende sair de um ponto A na margem de um
rio de 1km de largura, atravessar o rio de canoa e enta˜o, chegar o mais ra´pido poss´ıvel
correndo pela margem do rio ate´ um ponto D situado a 2km de distaˆncia da reta que
passa pelo ponto A e e´ perpendicular ao rio. Se ela remar a canoa a 6km/h e correr a
9km/h, a que distaˆncia de B ela deve terminar a travessia de canoa ?
Figura 7.2: Figura ilustrando a situac¸a˜o apresentada no Problema.
Soluc¸a˜o: Sabendo que C e´ o ponto da margem onde a mulher deve terminar a
travessia de canoa. Fazendo enta˜o BC = x, teremos CD = 2−x. Note que ABC e´ um
triaˆngulo retaˆngulo e, pelo Teorema de Pita´goras, teremos AC =
√
1 + x2. Seja t1 o
tempo de travessia com a canoa (de A ate´ C) e t2 o tempo gasto para ir correndo de C





a velocidade da corrida e´ 9km/h, t2 =
2−x
9
. Diante disso, o tempo total do percurso
46
Cap´ıtulo 7. Problemas de Otimizac¸a˜o Resolvidos com o Uso de Derivadas






. Note que o intervalo [0; 2] e´ o domı´nio
da func¸a˜o para essa situac¸a˜o e que estamos em busca do valor de x desse domı´nio
que minimiza o tempo t(x) para a pessoa sair do ponto A e chegar ate´ o ponto D.
Para determinar tal valor lanc¸aremos ma˜o do ca´lculo da derivada de t(x) e assim achar
o(s) ponto(s) cr´ıticos, verificando atrave´s da regra da segunda derivada se e´ ponto de
ma´ximo, mı´nimo ou inflexa˜o.
A derivada de t(x) e´:
t′(x) =





Igualando a zero teremos:





Note que a frac¸a˜o sera´ nula se:
3x−
√
x2 − 1 = 0 =⇒ 3x = 2
√
x2 − 1.
Elevando ambos membros ao quadrado, teremos:
9x2 = 4(x2 − 1) =⇒ 9x2 − 4x2 = 4 =⇒ 5x2 = 4 =⇒ x2 = 4
5










e´ o u´nico ponto cr´ıtico.











, cujo valor aproximado e´ 0,89, e´
um ponto de mı´nimo de t. Assim, para chegar o mais ra´pido poss´ıvel em D, a distaˆncia






Problema 7.6 Uma indu´stria de o´leo precisa desenvolver uma embalagem de 2
litros. Esta embalagem deve ser um cilindro com base circular.
Sabendo que custo por unidade de a´rea do material utilizado no topo e na base e´ o
dobro do custo do material utilizado na lateral do cilindro.
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Quais devem ser as dimenso˜es dessa embalagem de modo a minimizar o custo com
o material utilizado ?
Soluc¸a˜o: Primeiramente, vamos definir que se trata de um cilindro reto com raio
da base medindo r e altura medindo h, ambas as dimenso˜es em cent´ımetros.
E´ necessa´rio relembrar alguns conceitos importantes sobre o cilindro reto a fim de
organizarmos nossos ca´lculos.
1) A a´rea do topo (chamada de At) e´ igual a` da base (chamada de Ab), ambas
calculadas por:
At = Ab = pir
2
2) A a´rea lateral (chamada de Al), cujo formato e´ retangular, e´ calculada por:
Al = 2pirh
3) Volume do cilindro, calculado por:
V = pir2h
Definindo por C o custo da produc¸a˜o do topo e da base temos que o custo da
produc¸a˜o da lateral do cilindro e´ definido por 2C, em R$/cm2.
Assim sendo, temos que o custo total da produc¸a˜o da base e do topo e´ dado por:
2C· (pir2 + pir2) = 4piCr2 (1)
E o custo total da produc¸a˜o da lateral e´ dado por:
C· 2pir2h = 2piCr2h (2)
Somando (1) e (2), temos o custo total (T) de produc¸a˜o dessa lata, definido por:
T = 4piCr2 + 2piCr2h
Sabe-se que o volume do cilindro em questa˜o e´ igual a 2 litros, que e´ equivalente a
2000 cm3. Logo, podemos dizer que:
V = pir2h = 2000 =⇒ h = 2000
pir2
Agora, vamos reescrever a func¸a˜o T em func¸a˜o de r como:
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Como o objetivo e´ encontrar o valor mı´nimo do custo, vamos fazer a derivada da
func¸a˜o T (r) e em seguida, igualar o resultado a` zero





) = 0 → 2r − 1000
pir2
= 0 → 2r = 1000
pir2




→ r = 103√2pi
















Considerando o valor aproximado pi = 3,14, temos que as dimenso˜es do raio e da













∼= 20· 0, 405 ∼= 8,10cm
Logo, para minimizar o custo dessa lata, o raio deve medir aproximadamente 5,42
cm e a altura deve medir, aproximadamente, 8,10 cm.
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Na primeira metade do se´culo passado, o Ca´lculo Matema´tico fazia arte do curr´ıculo
da educac¸a˜o ba´sica brasileira. Contudo, a partir dos anos 1960 foi sendo exclu´ıdo
gradativamente. Ainda que alguns livros dida´ticos seguissem destinando algumas de
suas sec¸o˜es a esse tema, o mesmo na˜o e´ discutido em sala de aula no Ensino Me´dio.
Diante das exigeˆncias de cumprir o atual conteu´do e apoiados no fato de que o ensino
de Ca´lculo na˜o e´ obrigato´rio, fica cada vez mais dif´ıcil que os docentes busquem fazer
esse tipo de trabalho. Certos fundamentos do Ca´lculo, como vimos nesse trabalho, sa˜o
de grande valia para a formac¸a˜o dos jovens e na˜o sa˜o ta˜o complexos que na˜o possam
ser abordados no Ensino Me´dio, no 3o ano.
Nesta produc¸a˜o defendemos a ideia de tratar os conceitos de derivada de modo a co-
necta´-los com as func¸o˜es polinomiais e introduzir na educac¸a˜o ba´sica o necessa´rio para
construc¸a˜o de gra´ficos, na˜o somente do 2o grau e, principalmente, verificar ma´ximos e
mı´nimos. Assim sendo, a abordagem com as questo˜es de otimizac¸a˜o se tornariam mais
atraentes, visto que neste trabalho priorizamos a ideia de trabalhar os conceitos de de-
rivadas de maneira integrada com os conceitos de func¸o˜es polinomiais e/ou polinoˆmios
e seus respectivos gra´ficos, pois atualmente no ensino me´dio os alunos aprendem a
esboc¸ar gra´fico de polinoˆmios de 2o grau sem o uso de derivadas e na˜o aprendem como
fazer o esboc¸o de gra´fico de polinoˆmios de 3o grau.
Seria extremamente vantajosa a introduc¸a˜o do estudo de derivadas no Ensino
Me´dio. Ate´ porque, se trata de ferramenta de alta utilidade para auxiliar em uma
melhor compreensa˜o dos conceitos de crescimento, decrescimento, ponto de inflexa˜o,
concavidade de curvas e, primordialmente, verificar os ponto de ma´ximo e mı´nimo de
func¸o˜es quadra´ticas e de 3o grau. Ale´m disso, pode se trabalhar de forma interdiscipli-
nar com a F´ısica, em questo˜es que envolvam ca´lculos de velocidade e acelerac¸a˜o escalar
ou trajeto´rias parabo´licas. Desse modo, os alunos tera˜o um aprendizado mais signifi-
cativo desses conteu´dos e, por conseguinte, sera˜o mais bem sucedidos, ao ingressar no
ensino superior, caso lidem com disciplinas que envolvam ca´lculo.
Portanto, fica a sugesta˜o para os professores da educac¸a˜o ba´sica, em especial os
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do Ensino Me´dio para que, apesar das imposic¸o˜es dos curr´ıculos vigentes e da pol´ıtica
de preparac¸a˜o para exames de acesso ao Ensino Superior, repensem a ideia de na˜o
abordarem temas de ca´lculo. Ao inve´s, que invistam no tema, visto que o mesmo
e´ extremamente enriquecedor para o desenvolvimento das ideias de otimizac¸a˜o. E´
evidente que essa sugesta˜o e´ apenas um passo diante do longo caminho que levaria para
que o tema fosse novamente introduzido no curr´ıculo e enta˜o trabalhado amplamente
nas fileiras escolares do pa´ıs.
51
Refereˆncias Bibliogra´ficas
[1] A´VILA, Geraldo Severo de Souza, Ca´lculo das Func¸o˜es de uma varia´vel. Volume
I.7a Edic¸a˜o [reimpressa˜o]. Rio de Janeiro. LTC. 2008.
[2] A´VILA, Geraldo Severo de Souza, Ca´lculo 1 : func¸o˜es de uma varia´vel, 4a edic¸a˜o,
Rio de Janeiro: Livros Te´cnicos e Cient´ıficos Editora, 1981.
[3] A´VILA, Geraldo Severo de Souza. O ensino de Ca´lculo no 2o grau. Revista do
Professor de Matema´tica, no 18, 1991.
[4] A´VILA, Geraldo Severo de Souza. Limites e derivadas no ensino me´dio. Revista
do Professor de Matema´tica, no 60, 2006.
[5] BIANO, Ada˜o de Aguiar. O Esboc¸o de Gra´ficos de Polinoˆmios de 2o e 3o graus
usando Derivadas. Mato Grosso, 2015.
[6] BOYER, Carl Benjamin. Histo´ria da Matema´tica. 2a edic¸a˜o. Sa˜o Paulo: Edgard
Blucher, 2003.
[7] BRASIL. Ministe´rio da Educac¸a˜o e Cultura. Paraˆmetros Curriculares Nacionais
para o Ensino me´dio: Parte III - Cieˆncias da Natureza, Matema´tica e suas Tec-
nologias. Bras´ılia, 1999.
[8] BRASIL, Ministe´rio da Educac¸a˜o. Secretaria de Educac¸a˜o Fundamental.
Paraˆmetros Curriculares Nacionais: matema´tica. Bras´ılia: Ministe´rio da
Educac¸a˜o/Secretaria de Educac¸a˜o Fundamental, 1998.
[9] CARVALHO, Paulo Ce´zar Pinto; MORGADO, Augusto Ce´zar de Oliveira. Ma-
tema´tica discreta: colec¸a˜o PROFMAT, Rio de Janeiro: SBM, 2014.




[11] DANTE, Luiz Roberto. Dida´tica da Resoluc¸a˜o de Problemas em Matema´tica. Sa˜o
Paulo: A´tica, 1989.
[12] DISTRITO FEDERAL, Secretaria de Estado de Educac¸a˜o. Curr´ıculo em Movi-
mento da Educac¸a˜o Ba´sica – Ensino Me´dio: documento ba´sico. Distrito Federal:
Secretaria de Estado de Educac¸a˜o do Distrito Federal, 2014.
[13] EVES, Howard. Introduc¸a˜o a` Histo´ria da Matema´tica; traduc¸a˜o Hygino H. Do-
mingues, 5a ed. Campinas: Editora da Unicamp, 2011.
[14] FERREIRA, Ma´rcio do Socorro Costa. Uma Abordagem Dida´tica Para O Ensino
De Ma´ximo Ou Mı´nimo Na Func¸a˜o Quadra´tica - 2014
[15] IEZZI, Gelson; MURAKAMI, Carlos. Conjuntos e Func¸o˜es, Fundamentos de Ma-
tema´tica Elementar, 8a Edic¸a˜o, Sa˜o Paulo: Atual, 2004.
[16] IEZZI, Gelson; DOLCE, Osvaldo; DEGENSZAJN, David; PE´RIGO, Roberto.
Matema´tica - Volume U´nico. 4a ed. Sa˜o Paulo: Atual, 2007.
[17] IEZZI, Gelson; MURAKAMI, Carlos; MACHADO, Nilson Jose´. Fundamentos de
Matema´tica Elementar: Limites, Derivadas e Noc¸o˜es de Integral - Vol. 8. 6a ed.
Sa˜o Paulo: Atual, 2005.
[18] LEITHOLD, Louis. O Ca´lculo com Geometria Anal´ıtica - Volume 1 , 3a edic¸a˜o,
Sa˜o Paulo : Editora Harbra 1994.
[19] LEITHOLD, Louis. O Ca´lculo com Geometria Anal´ıtica. V.1-2. Ed. Editora Har-
bra. Sa˜o Paulo: 1986.
[20] LIMA, Elon Lages. A Matema´tica do Ensino Me´dio. Volume 1. Rio de Janeiro:
SBM, 2012.
[21] LIMA, Elon Lages. Ana´lise Real: Func¸o˜es de Uma Varia´vel - Vol. 1. 9a ed. Rio
de Janeiro: Colec¸a˜o Matema´tica Universita´ria - IMPA, 2007.
[22] LIMA, Elon Lages. Ana´lise Real: Func¸o˜es de Uma Varia´vel - Vol. 2. 3a ed. Rio
de Janeiro: Colec¸a˜o Matema´tica Universita´ria - IMPA, 2007.
[23] MUNIZ NETO, Antoˆnio Caminha. Fundamentos de ca´lculo: colec¸a˜o PROFMAT.
Rio de Janeiro: SBM, 2014.
[24] PAIVA, Manoel. Matema´tica - Volume U´nico. 1a ed. Sa˜o Paulo: Moderna, 2005.
[25] POLYA, George. A arte de resolver problemas: um novo aspecto do me´todo ma-




[26] SBM. Fundamentos de Ca´lculo. Material Disponibilizado ao PROFMAT, 2012.
[27] STEWART, James. Ca´lculo, Vol. I, 5a Edic¸a˜o, Sa˜o Paulo: Pioneira Thomson
Learning, 2006.
[28] STEWART, James. Ca´lculo, Volume II, 5a edic¸a˜o, Sa˜o Paulo: Pioneira Thomson
Learning, 2006.
54
